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VOORBERICHT BĲ DEN DERDEN DRUK. 


Deze derde uitgave verschilt ín een paar ondergeschikte punten van 
de vorige: 

l) de wijze van oplossen van n verg. met n onbekenden is veel ver- 
beterd door de overzichtelijke manier van opschrijven; men zie blz. 12 
mis 

2) er is aangewezen, hoe men de vergelijkingen in woorden, die 
aanleiding geven tot een vierkantsvergelijking, zeer eenvoudig kan op- 
lossen. Op die manier maken de leerlingen de meeste zonder vooraf- 
gaande bespreking vlot voor de hand; zie blz. 109 onderaan, blz. HO 
en lll; 

3) de theorie van de worteltrekking uit veeltermen en die van de 
wederkeerige vergelijkingen is veel verbeterd. 

Verder is de volgorde van de series vraagstukken hier en daar 
belangrijk gewijzigd. Pr WM: 


De vierde, vijfde, zesde en zevende druk zijn geheel gelijk aan den 
derden. eig 


59I812 


IN FOUsD: 


Oplossing van 2 vergelijkingen van den 1°" graad met 2 


onbekenden men 5 Re 3 | 
Oplossing van n vergelijkingen van den jen graad Hi n 
Onbekenden iN 
Ingekleede eneen met 2 en meer Deen bte ORE 
Afhankelijke en strijdige le Nee ranke. DEE 
Gemengde opgaven …. . . ES NE ENE A 
Wortelgrootheden. Heeii ven Nn RE NS 39 
Optellinosensattrekkiion se ENE 
Vermenigvuldiging en achter Ä Sie NOL 
Deelname kle Eat B En ERA 
Worteltrekking uit Heren En ee on EAS 
Worteltrekking sti (eVEEl EME 
Gemengderopdaven ee 
Oneidenlijke, machten: ns Sn Ee 
Mierkantsvergelijkingen sesam ee 
Ingekieedenvierkantsvergeniking ene 
Eigenschappen van vierkantsvergelijkingen . . . . . … 115 
Invoeren en verdrijven van wortels . . …. . aks OEE) 
Vergelijkingen met de onbekende onder het seite ak 
Ontbindén vans vergelijking ene 
Nieuwesonbekenden es Ane 
Wederkeerioe vergelijkingen Sn LE 


Algemeenesherhalin gig Meene eo 


OPLOSSING VAN TWEE VERGELIJKINGEN MET 
_ TWEE ONBEKENDEN VAN DEN IEN GRAAD. 


S 1. Aan één vergelijking met twee onbekenden voldoen een 
oneindig aantal paren waarden van de onbekende grootheden. 
Neemt men b.v. de vergelijking 


DR OVEN ene naemen) 
dan voldoen de volgende waarden: 
DEET Ve x=? en y= — 3/5 
NGV 5 xl en y=—l 
Ks dhen ee l/5 x—0 en y—— 12/5 
Xd en- y= —l/s x=—l en y= — 14/5. 


We hebben slechts aan één van de onbekenden een wille- 
keurige waarde te geven en dan de bijbehoorende waarde van de 
andere onbekende te berekenen; b.v. bij x= k behoort y = 2 L 
Hieruit blijkt, dat door één vergelijking Xx en y niet bepaald 
worden; heeft men nog een tweede betrekking tusschen x en 
y, b.v. x+9y==38, dan voldoen ook daaraan een oneindig 
38 —k 

9 
Wil men dus een stel waarden bepalen, dat aan beide ver- 
gelijkingen voldoet, dan moet en welke verge- 
lijking slechts één waarde voor k toelaat; hieruit volgt, dat 
een stelsel van 2 vergelijkingen met 2 onbekenden van den ien 
graad slechts één stel waarden voor x en y heeft, die aan beide 
gelijktijdig voldoen; uit Sie volgt: 

P. WijpeNes en Dr. D. pe LANge, Algebra. Il. 7e druk. 1 


aantal stellen waarden; voor x= k vindt men dan y= 
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18k—63 =190 —5k; 23k=253 en Kk of x=11 


2.117 38 — 11 
en Vn 


Onder het oplossen van een stelsel van 2 vergelijkingen 
met 2 onbekenden verstaat men het zoeken van die waarden 
van x en y, welke aan beide vergelijkingen tegelijk voldoen; 
deze waarden heeten wortels. Het bovenstaande stelt ons in 
staat het stel wortels heel eenvoudig te bepalen; hebben we nl. 


3x J-5y =22 ar NLO (I) 

Wii ZOLANG Ene deed: Hek 

dan moet, zal de waarde van x uit (l) overeenstemmen met die 

uit (II), ZS uit (D) gelijk zijn aan en uit (ll), hetgeen 

waaruit men vindt 154 — 35y — 60 + 12y, dus 47y = 94 en y =2 
en X 5 22—5.2 Seil 
== 5 —= 4. 


De voorwaarde, dat de waarden voor x uit (Il) en (II) gelijk 
zijn, wordt uitgedrukt door de vergelijking 


22520 Fe Ay 
Th EET: 
het opmaken van zoo’n voorwaarde heet elimineeren; hier ís 
het gebeurd door gelijkstelling; we spreken daarom van eliminatie 
door gelijkstelling. 
We geven nog een 
model van oplossing met eliminatie door gelijkstelling. 





KE ONE albe 
SHL ENE ECLER 
keke 

Uit (l) volgt y= 13 — 7x, uit (Il) volgt Vet dus. 


hebben we: 


rene en 
Eme erdee Trad 
65 — 35 =l — 3X. 
Jekii0 4, 
vem id Ee 


OPGAVEN. 


18 2. Los x en y op uit: 


1) fx—=4y +24; DE ek 
ly 14. Len Oe 
3) fxt2y=18; 4) f4x +9y=31; 
1x y=. | ANO 
Dino Ay 11; Ola: OOV 2 
VOE V87=3x=8. 
7) BE | 8) fax tby=ce; 
4x — 2y —= 22. bet 
9) nd 10) fxdy=adb; 
yd. lax + by =d + b?. 
ee a Chile, A oe ld md HE 
lex tay= (Ee Olp) 0. 
13) (mx—ny=m + n?; Ch EEn 
xy == 2m. Urx— sy =2r2— 25? 





Wo) er Sy — 2155; 
\2sx + 2ry = 3s2 — 12. 
S 3. De voorwaarde, dat de waarde van x uit 


DNR Ve DEN LEN REE en ot (IE) 

gelijk zij aan die voor x uit 
1% VERO HEE MEERN eet eee ot (HI) 
Pt ted 


geeft natuurlijk ook, dat men in (ll) voor x ER zetten ne 
(uit 1), aldus dat 


SL ODA 00: 


WAALUEIGEV OLC VEN Zn ke 


4 


We weten uit de vorige 8, dat het opmaken van de voorwaarde, 
waaronder de twee vergelijkingen voor eenzelfde onbekende het- 
zelfde resultaat geven, elimineeren heet; hier hebben we dus te 
doen met eliminatie door substitutie, want de waarde voor x 
uit (I) hebben we in (Il) gesubstitueerd. 

We geven nog een 
model van oplossing met eliminatie door substitutie. 

A. lex 19 =O abiehin A T) 

(TDI el Al Ee LD 

Uit (I) volgt x= 97 —19y, dit geeft in (II) 7 (97 — 19y) —53y —=121, 

waaruit 679. 180y=l21se vs Sen DA Merle 





D. Rekent ag ret 1) 
VIS ae NE) 
zt en 
Uit (I) volgt 4x —= set ‚dit in (II) geeft: 3 * Haase 
of y= — 4/14 en 4x == 4, al. dd 1839/14 en x= 47/56. 


OPGAVEN, 





Sede enim dee Drieske 
lx 4y —= 26. | 3x 4-2 —=9. 
peppen asl A) 8x —21y 33; 

RE Siete 6x 35y — 177. 
5) f17x- 12y —59; 6) fx—=3y—19; 
\19x — 4y =153. Ly =3x— 23. 
1) fx 49y —=693; Ol 
L49x + py — 357. Ax —3y == 11. 
9) [8x 4y=5; KODA tE nerd Blijd 
L12x 4 9y =3. xd y=n. 
11) fax—cy=2; 12) En 
bex day =| ax d-by=l. 
13) {cx ddy —= ms; 14) |X —y’—=a; 
en Tr 


15) Í Ke Ver 
\xt-y=d. 
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S 5. De beide voorgaande methoden van oplossing hebben 
we vooropgezet, omdat die altijd gebruikt kunnen worden; vooral 
de tweede zal later (in het 3e deel) blijken de eenig goede te 
zijn; alleen bij vergelijkingen van den eersten graad volgt men 
gewoonlijk een korteren weg, waarbij men tevens de breuken 
vermijdt; hebben we nog eens op te lossen 


hm AR dn dD) 
Moved ie Ve Re OENE draad 4D) 
dan vermenigvuldigen we beide leden van (Il) met 7 en beide 
van (II) met 3, waardoor we krijgen: 


(ETAO LE ade ECHT) 
Bl 2 OO ter Aer ALE LV) 


Het eerste lid van (II) is 154, want x en y beteekenen enkel 
die getallen, welke voor x en y gesubstitueerd 154 geven; het 
eerste lid van (IV) is 60; het verschil der beide eerste leden is dus 
gelijk aan het verschil der beide tweede leden; daar we enkel die 
waarden voor Xx en y zoeken, die aan beide tegelijk voldoen, zoo 
zal 21x — 21x—=0 zijn en 35y — (— 12y) = 35y + 12y —=47y; we 
hebben dus 47y—=154—60=—=94 of y=2; substitueeren we 
deze waarde van y in (I) of (II), dan krijgen we voor x—=4. 

De voorwaarde, dat x in beide vergelijkingen hetzelfde getal 
voorstelt, waardoor 21lx en 21lx bij aftrekking wegvallen, geeft 
de vergelijking 35y — (— 12y) =94. De eliminatie van x is hier 
nu gebeurd door aftrekking; had men de coëfficiënten van y 
gelijk gemaakt en dan opgeteld, dan was y geëlimineerd door 
optelling; we spreken hier derhalve van eliminatie door optelling 
of aftrekking; we geven ook hier een model van oplossing 
met eliminatie door optelling en aftrekking. 


A. (Txd-5y=13... (). 2 X(I) asem 
ONE (LL) RTD neet LA 2 A2 
af 





31y =—16 
waaruit volgt y — — 16/31, dit in (1) geeft 


1x— fs == 135 Tx 151e/315 Xx — 21/31. 
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Omdat de vermenigvuldiging met 2 en met 7 uit het hoofd 
kan gebeuren en de aftrekking ook, doet men het best boven- 
staande oplossing aldus op te schrijven: 


Tesoy is jet Pape 
Ke file [OPUS fes 1315 
de substitutie in de 2everg. geeft 2x—6— 8/31, dus X—3—4/31=21/31. 

(De 2 en 7 tusschen de dikke streepen zijn de getallen, waar- 


mee men de verg. die er vóór staan vermenigvuldigt). 














B. (eN: p|apx + bpy = cp 
px qy=rlalapx + agy — ar 
af - 
A BAE on zcht Cker Chg 
Wd Ee 
Weet pr Vet ope 
PX + qy—=ribhbpx + bqy — br 
es st 0 DE 
OE bp)x— cq — br, NT bp 


S 6. Ook met behulp van de volgende eigenschap kan men 
de laatste methode van oplossing, die we vooreerst het meest 
toepassen, verklaren: 

Eigenschap. Als xi en yi wortels zijn van het stelsel ver- 
gelijkingen V;=0 en V2=0, zoo zijn het ook wortels van 
een ander stelsel 

aV: + bV2=0 
PV: + qV2=0. 

Bewijs. Voor V, nemen we 49x 4 47y +83 =0 en voor 
V, 18x — 69y — 736 —=0. Daar x, en y, wortels zijn (reken ze 
niet uit!) maakt de substitutie van x, en py, voor x en y de 
beide eerste leden nul. 

Nu is aV, +-bV, —=a(49x + 47y + 83) + b(18x — 69y — 736); 
de substitutie x, en y, voor x en y geeft a X Ob X 0=0. 
Evenzoo wordt pV, +qV,=p X0JgqX0==0, hieruit volgt, 
dat de wortels van het stel vergelijkingen V,—0 en V‚==0 ook 
wortels zijn van het andere stelsel; daar het omgekeerde ook 
waar is nl. de wortels van het stelsel aV, + bV, = 0 en 
PV, + qV, ==0 zijn ook wortels van V,==0 en V‚, =0 zegt men: 


Het stelsel en 5 à is gelijkwaardig met het stelsel 
2m 
aV1 ar bVz mm 0 
PV1 + qV2=0. 


Bij de toepassing van deze eigenschap zal men de letters a, 
b, p of q zoo kiezen, dat een der onbekenden verdwijnt, b.v. 


Los op TE AAE EBA ded) 
PE EEn Re CIT 
Als eerste vergelijking van een gelijkwaardig stelsel neme men 
5 X (I) —3 X (II) 5 X (I) geeft Ee 
B LD loss Syn 0 
43y —= 43. 
Als tweede vergelijking nemen we (I) zelf; we krijgen dus 
ASV ie Hate EE MAN nak CLE) 
BAD ed AN ED) 


REL Ole teld cite ine (Ds geefthar == 2, Aten A08; 
Model van oplossing. 
Stelsel A. Stelsel B. 
9x —2y=13 2 9x —2y=13 (I) 
eeb — 43y —=86 (III) 
Hieruit volgt y —= —2 en x=l. 





OPGAVEN. 


S 7. Los de volgende vergelijkingen op: 
bel eel 2 13; 2. f WX —3y=— 14. 
rade \— 4x H-5y — 26. 
3. B 4. f39x — 15y —93. 
BEI 9-00. vooren 3: 
OER. 
5 8x — 11y=—=0. 3 6 2 
Pa 139. rtl ee 
Omenet On 2 
1 [4x — fz (y —3)=5X—3. 
EE 


8. 


8 


Ee Iz (y — 2) — 1/4 (Xx — 3) =0. 
ll Vroni) me 3 mild: 
sx Sl 24 

Pea ea on 


yd XY (X +2) (y +2). 
5x-6 1ly—5 


Sel AEN —= 1 











IRO 21 
II Vi | ZEE LC 
| ereen 
fax + by ==. 
\ 8x H- by = Cc. 
2 Lp? 
be 
2 
(a—b)x==(ad-b)y. 
bla 15. fax — by =a—b° — 2ab. 
(ab)xt(b—-a)y=2b. bxd ay—= aba — bt. 


(ba) Xx—(e—b)y=Ce—a. 
nen En 
(57x+-25y—=3772. Leid hieruit eerst door optelling 
\25x4-57y— 1148. en aftrekking 2 nieuwe eenvoudige 
vergelijkingen af. 


(Rl: 19. (51lx-—14y —= 287. 
eben bratez nt 14% —51y —= — 157. 
| 29x J 85y —=31. 21. faxt by=a —b. 
Eire Dole 


f(ad-b)xt(ado)y=atb. 
Wa ext latbjj= adt. 
(a d-b)x— (a —b)y== Jab. 
Warta bib 


1 
Stel — =p en —=g. 
se =d, 5 J 











2D: 2 =- ED) ae ee 
KEUS Xx 
f 2 7 
IER Bld 
X ke X y 
Ronden. ba @tabtb? 
Een ETE a° + ab 





Zi Mohd — b°). 
W2b Ee) x= (2a de) y =c (ab). 
































30. th a ten 
KN Ve TA 
Ze ES Dn 
vO Et ee 
Ar a b 
me 
Ee’ 
Tr tb er et 
XH-y X—-y ab 
er Xa ,y—-b 
b -h jn 0 
xd-y—b  X—-y—a 
a ar b ie 





30 Men be 
(a +- 3c) x — (a — 3c) y — 4ab. 





OPLOSSING VAN 7 VERGELIJKINGEN VAN DEN 
IEN GRAAD MET 7 ONBEKENDEN. 


S 8. Aan één vergelijking met 3 onbekenden voldoen oneindig 
veel stellen wortels. B.v. aan de vergelijking: 
IK Di Ae EE ERE 
voldoensdenstellendsx Anijs ie eid 

Mime EV 

Ker Zi ki eek NRC TL ZE 

We kunnen aan twee der drie onbekenden volkomen wille- 

keurige waarden geven en dan de bijbehoorende waarde van de 
derde onbekende berekenen. Evenzoo voldoen aan: 


Ax Ty 5Z a NNC 


oneindig veel stellen wortels. 

Aan het stelsel gevormd door deze beide vergelijkingen voldoen 
ook nog oneindig veel oplossingen. Om deze te vinden behoeven 
wij slechts aan één der onbekenden, b.v. x een willekeurige 
waarde te geven en houden dan 2 vergelijkingen met 2 onbe- 
kenden over om de beide bijbehoorende waarden van y en z 
te berekenen; zoo is b.v. voor x= 1 het stelsel vergelijkingen: 


3—5yd-22=3. 
Ay dze. 


y= — 10/1. 


ossi hi ft: 
De oplossing hiervan gee ke Sn 


Door twee vergelijkingen worden alzoo de drie onbekenden 
Xx, y en z niet bepaald; neemt men voor x=k, dan vindt men: 
By 22=3— 3 
— Ty H5z == 1 —4k, 
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waaruit y en en zee Een derde betrekking 

tusschen x, y en z, b.v. 2x —yJ-2=—=5 geeft ons de waarde, 

die we voor k moeten nemen in de vergelijking met één onbe- 

Tk Teken 20 

kende: lee ATS Si -= 5, waaruit K—=4; de waar- 
heden van y en z volgen dan uit de vergelijkingen 

—_5y 223-129 

— Ty dbz 18. nl. y==lenz=—2. 

Om x, y en z te bepalen heeft men dus drie vergelijkin- 

gen noodig: evenzoo beredeneert men, dat 4 onbekenden door 

4, 5 onbekenden door 5, in het algemeen n onbekenden door n 


vergelijkingen bepaald worden. 





S 9. We zullen nu aangeven, hoe men een stelsel van 3 ver- 
gelijkingen met drie onbekenden oplost, b.v. 


Â DRE Ie RN Ge 1) 
AN Et IA ne ete CLI) 
JE met nd Den AP eeN et EE 


Voor de oplossing gebruiken we de eigenschap van S 6 en 
wel zóó dat de nieuw gevormde vergelijkingen een onbekende 
minder hebben; 4 X (Il) — 3 X (II) geeft: 

1220 Sl 





ap 2x 2 H 1523 
Venta tan naber (LVi)e 
Op dezelfde manier geeft (II) — 2 X (III) vergelijking (V): 
Ax Ty D= 
zi en ra 
OV li eed AV). 


Dezelfde wortels zullen dus nu aangewezen worden door het 
volgende stelsel, dat we, ter onderscheiding van het eerste, stelsel 
B noemen: 

B Lian ie Dee dee LUT) 

Vai arn enten verde LV.) 
—5yt-32=—-ll . . . . (V). 


vercil 
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Doordat men (IV) en (V) kan vervangen door een ander 
stelsel (IV) en (VI), waarbij (VI) slechts één onbekende heeft 
5 X (IV) + (V) = (VI)t, wordt het stelsel B weer vervangen door 
het daármee gelijkwaardige stelsel: 


G Zinin Zi OER OENNCHE) 
Verl Zin eten eg REM 
Td OA RLN) 


Men kan ook zeggen, dat (IV) en (V) de voorwaarde uitdruk- 
ken, dat (DD, (Il) en (III) dezelfde waarde voor x toelaten en 
alzoo, dat we x eerst geëlimineerd hebben; daar (VI) weer de 
voorwaarde uitdrukt, waaronder (IV) en (V) dezelfde waarde 
voor y hebben, zegt men, dat daarna y geëlimineerd is. Het 
hangt van de coëfficiënten af, welke onbekenden eerst geëlimineerd 
worden. (Lees verder biz. 13). 














AN B 
2x Hy 2 ud 2x Ay Zu 
4x —5y +102 + 2u =—16 21: 10xJ- My — Jz En 
RAR 9z —=—46 BTB zn 4E 
6x + 2z—-4u=—19 14x — 10y + 22z ES le 
Elimineer u. Elimineer x. 
In stelsel D vindt men y =4; in het vorige z=3, beide in dat vorige 








De overgenomen vergelijkingen in B uit A, in C uit A en B en in D 
een stelsel van n vergelijkingen met n onbekenden slechts vervangen mag 
als men deze weglaat, dan blijven enkel de vergelijkingen over onde 
als volgt uit: 





Model van oplossing. y 
3x + 2y + Ri sen Lil 1 | 19x + 16v +232 = — 10 (11 | 
5X— Ay 22 u= 21 12x + 2yp + 12 == — 4 181 
Ks OVO Jb Mat peen 1 
ene 


Uit de Jaatste-volgt.z= — 3; B vindt men verder x= 1, 
Blijkbaar hebben we de bewerking van links naar rechts voortgezet: 


) 


heeft dan plaats van rechts naar links in de vergelijkingen, die ons 
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8 10. Bij de oplossing van n vergelijkingen met n onbekenden 
zullen we steeds een stelsel vervangen door een gelijkwaardig 
stelsel; de bovenstaande oplossing komt er dan aldus uit te 

| zien; hierbij geven de getallen achter de vergelijkingen tusschen 
de dikke strepen weer aan, waarmee men die verg. vermenig- 
| 
| 





vuldigd heeft. 5 
Model van oplossing. 
| À B 8 
| en 22—=3 [4| |2Xx—-yt 2= 5 | 2x—-yt zm 5 
| Ax Ty 52 — 13} y—1z=15 [Sf y—-1z=15 
| ES yd Z=5 2 —5yh Jz EH — 32264 
| Dussis Zi nne lens Xid: 


Evenzoo handelt men met 4 vergelijkingen met 4 onbekenden, 
enz.; een voorbeeld laten we hier nog volgen: 























© An D | 
xH4y— z_u=d | 2x 4y— Z—u=d 
xd 3yt 82 ze | 8x J-3y + 82 —— 8 
21y — 762 Ev TS Alp (OZ == — 144 
bly — 322 mike | 19 | | O91y — 39604 
_Elimineer z. | 
‘== — Bijz en deze drie in de bovenste van stelsel A u=—2. 


it A, B en C moeten er staan ter wille van de theorie, die eischt, dat 
vorden door een ander stelsel van n vergelijkingen met n onbekenden; 
le horizontale strepen. De bewerking met een ander stelsel ziet er dan 


3 
ME NI 1 95z—= — 285 
xt i42= al. 


Besdiohens u. — 2. 
waarbij we zorgden steeds één onbekende minder te krijgen; de substitutie 
daartoe het geschiktst voorkomen. 


Ean 


14 
OPGAVEN. 

S 11. Los de volgende vergelijkingen op: 

1. f4x—3y —22=12. 2. (4x42y—5z=53. 
na as 
orden KO mnd) Dii 

3. (Sxt-6y 22 — 10. 4 ef KAA Je 82: 
\ 8X—7Ty=5. enen 
Pe lax H 42 = 11. 

5. [2x 4-4y hz2=7. 6. (5x 3yd72=2. 
att ‚2X—4y Iz =7. 
5X—4y +42 =O. 3x + 2y + 62 =3. 

1. (2x yh z=d. 8. xXx 2y—32=6. 
5x yt3z=5. toren 
2x — 3y + 42 = 20. BEE Aat Ope 

9. Ba 10. (3x 2y— z—= 20. 
3x + 3y — 22 == 13. ‚2x 3y + 6z == 70. 


Tx J 5y — 32 —= 26. | X— y + 6zZ=4l. 
11. (2x —3y 4z— u=d. 12. (Xx yt ztu=l4. 
| Xx + 2p—3z Hu =d. xXx 2u=2yphz—2. 

2X— yH-3z Hu =21. — XJ 2y + 22 + Ju=l9, 
xy ZUS. Ilax + I5y + Ia I/3u =d. 
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TOEPASSINGEN. 


S 12. 1. Zoek 2 getallen, waarvan het grootste 3 meer is dan 
het tweevoud van het kleinste en waarvan het verschil 10 is. 

2. Twee kapitalen staan opv. tegen 4 en 50/0 uit; de geza- 
menlijke rente bedraagt per jaar 2/25 van het tweede kapitaal. 
Wanneer beide kapitalen tegen 43/4 0/o uitstonden, zouden ze 
samen f 10 per jaar meer opbrengen. Hoe groot zijn die 
kapitalen ? 

_ 3. Als men den teller eener breuk met 2 vermeerdert en den 
noemer met 1, wordt de waarde 5/8; door teller en noemer beide 
met 1 te verminderen wordt de waarde 1/2. Welke is die breuk? 

4, Als de teller van een breuk met 1 vermeerderd en de 
noemer met 1 verminderd wordt, is de waarde der breuk 1 ge- 
worden; als echter de teller vermeerderd wordt met den noemer 
en de noemer verminderd met den teller, is de waarde der breuk 4. 
Welke breuk is dit? 

5. Als 15 pond thee en 17 pond koffie samen f 39,30 kosten 
en 25 pond thee en 13 pond koffie samen f 51,70, wat kost 
dan 1 pond thee en wat 1 pond koffie ? 

6. Een winkelier koopt 3 partijen thee; de eerste tegen f 1,40 
de KG.; de tweede partij, die 40 KG. grooter is dan de eerste, 
tegen f 1,60 de KG. en de derde tegen f 1,80 de KG. Hij moet 
in ’t geheel f 1606.— betalen. Hij vermengt deze partijen, ver- 
_koopt het mengsel tegen f 1,67° per KG. en wint daardoor f 69.—. 
Hoe groot is elke partij ? 

7. Iemand heeft 2 soorten zilver; smelt hij 20 KG. van de 
le soort met 5 KG. van de 2e soort, dan wordt het gehalte van 
het mengsel 0,720; maar 12 KG. van de eerste samengesmolten 
met 8 KG. van de 2e soort geeft zilver van 0,690 gehalte. Welk 
gehalte hadden beide soorten”? 

8. Smelt men 47,25 HG. van zeker metaal samen met 4,4 
HG. van een ander metaal, dan heeft men een mengsel met een 
soortelijk gewicht van 10,33. Neemt men echter 42 HG. van het 
eerste en 8,8 HG. van het tweede, dan heeft het mengsel een 
soortelijk gewicht van 10,16. Bereken de soortelijke gewichten 
der twee metalen. 

9. Zoek een getal van 2 cijfers, dat 7 maal zoo groot is als 
de som der cijfers, waaruit het bestaat, terwijl het cijfer der 
tientallen 4 meer is dan dat der eenheden. 
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10. Van een getal van 3 cijfers is het laagste cijfer een 0. 
Door het cijfer der honderdtallen met dat der tientallen te ver- 
wisselen, wordt het getal met 180 verminderd. Verwisselt men 
echter het cijfer der tientallen met dat der eenheden en neemt 
men bovendien slechts de helft van dat der honderdtallen, dan 
wordt het getal 454 kleiner. Welk getal is dit? 

11. Een getal van 3 cijfers is 48 maal zoo groot als de som 
zijner cijfers. Wanneer het getal met 198 verminderd wordt, 
krijgen wij tot verschil een getal, dat uit dezelfde cijfers in 
omgekeerde volgorde bestaat. Wanneer het middelste cijfer gelijk 
is aan de halve som van de beide andere cijfers, welk is dan 
dat getal? 

12. Een getal bestaat uit 3 cijfers. De som der cijfers is 9; 
het cijfer der tientallen is de helft van dat der honderdtallen. 
Trekt men 99 van dat getal af, dan verkrijgt men een ander 
getal, dat uit dezelfde cijfers maar in omgekeerde volgorde 
geschreven, bestaat. Zoek dit getal. 

13. Van een getal, dat uit 3 cijfers bestaat, is het cijfer der 
eenheden 2 meer dan dat der tientallen; als het cijfer der 
honderdtallen 8 maal begrepen is in het getal gevormd door de 
laatste 2 cijfers aan de rechterhand en de som der cijfers 36 
maal in het getal zelf begrepen is, vraagt men, wat dit getal is. 

14. Van een getal van 4 cijfers is de som der cijfers 12. 
Het cijfer der eenheden is 1 meer dan dat der duizendtallen; 
telt men bij het getal 189 op, dan krijgt men een getal, dat uit 
dezelfde cijfers bestaat maar in omgekeerde volgorde, terwijl 91/2 
maal het cijfer der eenheden gelijk is aan het getal, gevormd 
door de twee cijfers aan de linkerhand. Welk getal is dit? 

15. Van een getal van 5 cijfers klimmen de cijfers met een 
standvastig verschil op; het getal, gevormd door de laatste 3 
cijfers is op 6 na 1Î/2 maal zoo groot, als het getal door de 
eerste 3 cijfers gevormd; terwijl het door de laatste 2 cijfers ge- 
vormde getal 111/5 maal zoo groot is als het getal gevormd door 
de eerste 2 cijfers. Bereken dit getal. 

16.° Een voetganger legt 35 KM. af, een gedeelte van den tijd 
met een snelheid van 4 KM., het andere gedeelte met een van 
5 KM. per uur. Wanneer hij de snelheden, waarmee hij geloopen 
heeft, omgewisseld had, zou hij in dezelfden tijd 2 KM. meer 
afgelegd hebben. Hoe lang heeft hij geloopen? 
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17. Twee fietsrijders zijn 27 KM. van elkaar verwijderd. 
Wanneer zij in dezelfde richting rijden, zal de een den ander 
na 9 uur inhalen; rijden zij echter in tegengestelde richting dan 
ontmoeten ze elkaar na | uur. Hoeveel KM. legt elk per uur af? 


18. A loopt 3 uur langer over 30 KM dan B. Wanneer A 
twee maal zoo hard liep, zou hij 2 uur minder noodig hebben 
dan B. Hoeveel KM. loopt elk per uur? 


19. Twee lichamen met een onderlingen afstand van 720 M. 
bewegen zich naar elkaar toe. Vertrekt het eerste lichaam 10 sec. 
voor het tweede, dan is 40 sec. na het vertrek van het tweede 
lichaam hun afstand 190 M. Waren ze tegelijk vertrokken, dan 
hadden ze elkaar na 60 sec. ontmoet. Wat zijn de snelheden? 


20. Bij een wedloop geeft A aan B 240 M. voor en bereikt 
het doel, dat op 1800 M. afstands is gelegen, 30 sec. eerder. 
Bij een tweeden wedloop over denzelfden afstand geeft A aan B 
90 sec. voor en nu blijft B 160 M. achter. Hoe snel liepen 
beiden ? 


21. Een diligence kan in zekeren tijd den weg AB afleggen. 
Een 2e wagen, die in 4 uur 1 GM. minder aflegt, doet over den 
weg 4 uur meer. Een 3® wagen, die in 3 uur 11/2 GM. meer 
dan de 2e aflegt, doet over den weg 7 uur minder dan deze. 
Hoe lang is de weg en in hoeveel tijd legt elke wagen hem af? 


22. P vertrekt uit A naar B en 1 uur 15 min. later Q uit B 
naar A langs denzelfden weg; vijf uur na het vertrek van Q 
ontmoeten zij elkaar. Waren zij beiden uit A vertrokken en P 
1 uur 12 min. vóór Q, dan zou Q P inhalen 4 uur 48 min. na 
het vertrek van Q. In welken tijd kan elk den weg afleggen? 


23. Uit P en Q vertrekken gelijktijdig A en B elkaar tegemoet. 
Ze ontmoeten elkaar in R. De helft van den weg PR legt A 
met een snelheid van 41/2 KM. per uur af, waarna hij zijn snel- 
heid tot op de helft vermindert. B legt de helft van den weg QR 
met een snelheid van 5 KM. per uur af en vermindert dan zijn 
snelheid met !/3. Hoeveel uur na hun vertrek ontmoeten ze 
elkaar? Afstand P —Q=521/2 KM. 


24. Een reiziger wandelt van P naar Q; wanneer hij Î/2 KM. 
per uur meer aflegt, zou hij slechts 4/5 van den tijd noodig 
hebben, dien hij nu gebruikt; wanneer hij echter !/2 KM. per 
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uur minder aflegt, doet hij 21/2 uur langer over den weg. Hoe 
versliotabavans0ie 


25. Een boot kan een afstand van d KM. stroomopwaarts 
afleggen in a minuten, stroomafwaarts in 6 minuten. In hoeveel 
uur kan de boot in stilstaand water een KM. afleggen en in 
hoeveel tijd zou ze, door zich met den stroom te laten mee- 
drijven, dien afstand afleggen 2? 


26. Een haas wordt door een hond vervolgd. Eer de hond 
begint te loopen, heeft de haas al 50 sprongen gedaan. Als de 
haas 6 sprongen doet in den tijd, dat de hond er 5 doet en 9 
sprongen van den haas zoo groot zijn als 7 van den hond, 
hoeveel sprongen zal de haas dan nog kunnen doen, eer de 
hond hem inhaalt? 


27. Een spoortrein krijgt na een uur rijdens een oponthoud 
van 24 minuten. Om den verloren tijd in te halen wordt de 
snelheid 11/5 maal vergroot; de trein komt echter toch nog 15 
minuten te laat aan Wanneer het oponthoud 5 KM. verderop 
had plaats gehad, zou de trein nog 2 minuten later zijn aange- 
komen. Hoe groot is de oorspronkelijke snelheid van den trein 
en de afgelegde weg? 


28. Een trein rijdt met eenparige snelheid van P naar Q. 
Wanneer de snelheid 6 KM. per uur grooter was, zou de reis 
4 uur korter duren en wanneer de snelheid 6 KM. per uur minder 
was, zou de reis 6 uur langer duren. Hoe groot is de afstand 
vansbstobsoie 


29. lemand verdeelt geld onder eenige armen; wanneer hij 
f 10,— meer te verdeelen had, zou hij elk f 5,— kunnen geven; 
hij kan nu echter maar f4,— geven, maar houdt f 5,— over. 
Hoeveel armen waren er en hoe groot was de te verdeelen som ? 


30. Een garnizoen ís voor een bepaald aantal dagen van 
voedsel voorzien. Komt er gen versterking van 100 man, dan is 
er voor 15 dagen minder voedsel; vertrekken er echter 75 man, 
dan is er voor 20 dagen langer voedsel. Uit hoeveel man be- 
staat dit garnizoen en voor hoeveel dagen is LE nog van voedsel 
voorzien? 


31. A en B kunnen samen een werk afmaken in 48 dagen; 
A en C in 30 dagen en B en C in 262/3 dag. In welken tijd kan 
elk het alleen? 
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32. Drie personen A, B en C zullen samen een werk afmaken; 
A en B kunnen het samen in a dagen, A en C in b dagen en 
B en C in c dagen; in hoeveel dagen kan elk het afzonderlijk 
en in hoeveel dagen gezamenlijk ? 


33. Een kruidenier heeft 2 soorten koffie, de eene van 
a stuivers, de andere van 5 stuivers het pond. Hoeveel moet 
hij van elk nemen om een mengsel te krijgen van c pond, dat 
d stuivers per pond waard is? 


34. Een deel eener partij graan wordt verkocht à f 7,20 en 
de rest à f 6,40 den HL. waardoor men 15 00 wint. Had men 
het eerste deel à f 6,40 en het andere à f 7,20 den H.L. verkocht, 
dan zou de winst 112/3 0/9 zijn geweest. Bepaal de verhouding 
der beide hoeveelheden. 


35. A heeft zijn geld tegen zeker percent op intrest staan; 
B f 3000 meer tegen 1 0/0 minder; C f 2000 minder tegen 1 0/0 
meer. Als B f45 minder rente heeft dan A en C f 40 meer, 
bepaal dan ieders kapitaal. 


36. Als men 45 van een getal aftrekt, blijft er een zeker veel- 
voud van 5 over; trekt men het getal van 135 af, dan blijft er 
hetzelfde veelvoud van 10 over. Welk is dat getal en welk veel- 
voud was het? 


37. Een thermometerstand wordt in de schaal van Fahrenheit 
uitgedrukt door een getal van twee cijfers gevolgd door 1/4; in die 
van Celsius door het getal met verwisselde cijfers, ook gevolgd 
door 1/4. De som der standen is !/2 minder dan zesmaal het 
aantal graden volgens Réaumur Wat zijn de beide eerste standen ? 


38. Twee kapitalen verhouden zich als 25: 24 en worden 
uitgezet tegen percenten. die zich verhouden als 21 : 25. Het 
eerste kap. staat gedurende 8, het 2e gedurende 15 maanden uit. 
Elk kap. is dan aangegroeid tot f 6210. Hoe groot was elk 
kapitaal eerst? Ê 


39. Een winkelier koopt laken en katoen, samen 324 M., 
opv. à f 4,50 en f0,60 den M. en betaalt voor het laken f 81 
meer dan voor het katoen. Bij verkoop verhouden zich de 
opbrengsten van laken en katoen als 22: 15 en er wordt op het 
laken f 13,50 meer gewonnen dan op het katoen. Bereken de 
verkoopsprijzen per M. 
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S 13. We lossen nog eenige stelsels van twee vergelijkingen 
met twee onbekenden op en passen daarbij de tweede methode 
van eliminatie toe nl. die door substitutie. 

ATV LO (D. Uit (I) volgt y = 16 —4x; dit in 

| 3x —4y=—=17....(ID. (ID) geeft 3x —4 (16 — 4x) = 17, 
waaruit 19x =81. 

De vergelijkingen ter bepaling van x is niet-identiek en laat 
dus één oplossing toe; het stelsel laat dus ook één oplossing 
toe; men noemt de beide vergelijkingen onderling onafhan- 
kelijk. 

OE Bie (1) ite (Devoletsp tot tZeL 
be + 2y—=12... (II). (II) geeft 4x + 2(5—2x) =120i0 =2. 

De vergelijking ter bepaling van x is valsch, zoodat er geen 
waarde voor x gevonden kan worden en bijgevolg ook geen 
voor y. De eerste vergelijking eischt, dat 2x + y gelijk aan 5 
zal zijn, de tweede, dat het 6 moet wezen! Deze beide eischen 
zijn echter met elkaar in strijd; vandaar, dat men de vergelijkingen 
strijdig noemt. 

HL. f13x4-y=81...(I). Uit (1) volgt y=81 —13x; dit in 
be + 2y =162... (II). (II) geeft 26x + 2(81 — 132) = 162 
of 0=0. 

De vergelijking ter bepaling van x is identiek, zoodat voor x 

elke waarde genomen kan worden, en voor y elke bijbehoorende 
waarde uit (I). 
„De eerste vergelijking eischt, dat 13xJ-y==81 zal zijn, de 
tweede, dat het ook 81 zal zijn; blijkbaar zijn beide gegevens 
dezelfde; in de wiskunde noemt men gegevens, die uit elkaar 
kunnen worden afgeleid, afhankelijk; de vergelijkingen heeten dus 
ook afhankelijk. | 

We leeren dus: 

Geeft de eliminatie van een der onbekenden een niet-identieke 
vergelijking, zoo zijn de vergelijkingen onderling onafhan- 
kelijk en er bestaat één stel waarden voor x en py; 
geeft ze een valsche vergelijking, zoo heeten de vergelijkingen 
strijdig en er bestaat geen stel waarden; komt er een 
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identieke vergelijking, dan heeten ze afhankelijk en er zijn een 
‚ oneindig aantal oplossingen. 

Bij ingekleede vraagstukken geeft een stel strijdige vergelijkingen 
een onmogelijke oplassing, een stel afhankelijke maakt het vraag- 
stuk onbepaald. 

Bij drie vergelijkingen met meer onbekenden en nog sterker 
bij meer vergelijkingen met meer onbekenden doen zich vele 
gevallen voor, die we hier niet kunnen bespreken; men houde 
slechts het volgende in het oog: komt er na eliminatie van een 
(of meer) onbekenden een stelsel strijdige vergelijkingen met 
twee onbekenden, zoo zegge men, dat er geen stelsel waarden 
voor de onbekenden mogelijk is; komt er een stel afhankelijke 
vergelijkingen, zoo kan men voor een der onbekenden een wille- 
keurige waarde nemen en dan de bijbehoorende waarden der 
andere onbekenden berekenen. 


OPGAVEN,. 


À 14. Onderzoek de volgende stelsels vergelijkingen: 


1/2 (X — y) a 22/3 (Xx + 3y) = 19 (x + 5y) — Bli/12y H- 19. 
14x + 50y — 3671/2. 
De enk ne (x—5) (pT) =10(2—x) (3-—1/2y). 


a 
4 Fe — a+ DC He 
b(y —ecx) —(xH-1I)=x(a—l). 
Ox t-yt-z=ld. 5. (xy —3z=13. 
Be Ory HE Zld, 
17x + 3y —= 40 Liaz + Oy — 5z — 45. 
xAyt-zd-u=lg. 7. (XH-yd-2ztu=2, 
Xx 2y + 3z + 4u —= 16. 3X —yt-5Z— 2ur=d. 
A li: Denen Si (0) 
A(x tu) t17(yd-z)=8. 3x H- Ty — 2 + 13u —= 10. 
8. Achttien mannen en 5 jongens verdienen samen per dag 
f 59; verdienden de mannen een halven gulden minder per dag 
en de jongens een halven gulden meer, dan zouden ze in twee 
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dagen samen f105 verdienen. Hoeveel verdient elk per dag ? 
Wat zal het antwoord zijn, als men f 115 voor f 105 neemt? 


9. Een getal van drie cijfers, waarvan het cijfer der eenheden 
4 meer is dan dat der honderdtallen, wordt 396 meer als men 
deze cijfers verwisselt. Welk getal is het? 


10. Een bassin kan gevuld worden door watertoevoer door 
drie kranen en wel als volgt: A 7, B 1 en C 7 uur open; alle 
drie 5 uur open en A 6, B 3 en C 6 uur open. Hoelang zou 
elk afzonderlijk open moeten staan om het bassin vol te krijgen ? 
Wat zou het antwoord zijn, als het laatste luidde: staat A 6, 
B 3 en C 6 uur open, dan is het bassin op 1/10 na gevuld. 


11. Van een getal van vier cijfers weten we het volgende: 
het cijfer der honderdtallen is gelijk aan de som der cijfers van 
duizendtallen en eenheden; het cijfer der eenheden is 4/5 van de 
som van de cijfers der duizendtallen en honderdtallen; 3 maal 
het cijfer der eenheden gevoegd bij 9 maal dat der tientallen is 
8 minder dan 14 maal het cijfer der duizendtallen plus 2 maal 
dat der honderdtallen. Als men verder nog weet, dat 17 maal 
het cijfer der duizendtallen verminderd met het cijfer der hon- 
derdtallen en met 9 maal dat der tientallen 8 is, welk getal 
„wordt dan bedoeld? — Kunt ge toch de oplossing in dit geval 
n.l. dat alle antwoorden geheele getallen < 10 zijn, niet geven? — 
Wat zou het antwoord geweest zijn, als het tweede lid van de 
4e vergelijking 9 geweest was? 





GEMENGDE OPGAVEN. 


S 15. 1. Wat blijft er over, als men 6a* — 1006* deelt door 
3a — 6b? 
2. Ontbind in factoren: 
a° — b(6a + [4a — 586 — (2a + 46) — 22b) — Tb] +*) 
— [Tb + $14a — (4a — 5b);]). 
3. Los op: 2(Xx—y) +3 (Xx y)=7. 
1x — 3(X—y)=—=10. 
AerzZoensdens GG: Deens hetak: GiVievan 
27abc?, 24bed®, 15eda®, 9dab’e en 4 (abc}?. 
OREOSROD: | xd-yd-z=5 
St lly==4 22. 
| Henssen OE 


6. Deel 6x zi ee den 
X ed 


door het product van x— a en 2y — b. 


7. A, B en C, die samen 185 cent hadden, speelden samen; 
bij het 1e spel wonnen B en C van A een derde van hetgeen 
zij hadden. Bij het 2e wonnen A en C !/5 van hetgeen zij bij 
den aanvang van dit spel hadden en daarna verloor C aan A en 
B elk 14 cent; toen had A 5 cent minder dan B, doch 24 cent 
meer dan C. Hoeveel had elk bij den aanvang? 


8. Herleid en schrijf de uitkomst als een tweede macht: 
IE Jg Zed gep 
25 [x 2e) xJ- 2 et Es 2 + er) 
9. Ontbind in factoren 60a*b? — 1354°b’ en x° — 3x? + 7x — 21. 


*) Bij het afbreken van een veelterm wordt het optelteeken niet weggelaten. 
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10. Vereenvoudig: 
1 10 6 |. [3m-n) m—n 


mmm ne 


ln 3m—n m—3nf'j 3m—n RE 07 








11. Een stoomboot heeft 2 uur en 40 min. minder werk voor 
den afstand van A tot B dan van B tot A. Als de boot in stil- 
staand water een snelheid heeft van 14 KM. per uur en de 
stroom een snelheid heeft van 13/4 KM. per uur, wat is dan de 
afstand van A tot B? 


12. A verdient f 16000 per jaar, waarvan hij een deel uit- 
geeft, terwijl hij de rest uitzet als volgt: 2/5 er van à 3 0/o, 2/3 van 
wat er dan nog over is à 40/0 en 1/3 à 50/0. Als hij dan f 494 
rente ontvangt, hoeveel bedroegen dan zijn uitgaven? 


Db +1 b—l 2 
Woe wel op: Parbat EDEn 1 Apr 
14. Los x,y en zop uit ax + (a —b)y + bz —=2a° 
bx + ay —az=a Jab 
(a+ b) Xx — by +az =a + ab —b°. 

15. A gaat op reis met 2 koffers, samen wegende 180 KG., 
waarvan de eerste z KG. vrij zijn; hij heeft dan f 3,90 aan vracht; 
neemt hij enkel den lichtsten koffer mee, dan betaalt hij 30 cent 
en enkel den zwaarsten, dan / 2,10. Hoe zwaar is elke koffer ? 


16. Vereenvoudig: 
(ne Le EE len thd hd 
166* — 9? — 6ac — a “ ad4b 3 








Lenn EOSEO DE 
XH2yH-32—10 _ y-22J-3X-3 2231 KHz 
10 Er 11 EE 12 Ke 


18. Zet men twee lucifersdoosjes met de grootste vlakken 
op elkaar, dan ontstaat er een lichaam, waarvan de gezamenlijke 
lengte der ribben 504 mM. is; zet men ze met de strijkvlakken 
naast elkaar, dan is dit 576 mM. en zet men ze met de kleine 
schuifvlakken naast elkaar, dan wordt het 648 mM. Bepaal de 
lengten der ribben van een lucifersdoosje. 
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19. Los x op uit: 
Kr 4a rr X—5a Xt 6 
Ee ET 
20. Ontbind in factoren: 
ade rie al eme A 
Ein LOS-xronntike 
Bed ree a + b? 


gee 


Xx — 3a 

















bz enne 
emt __ (abc) (aHb—ce) 
en A (Arae 


zoek dan de waarde van (Xx 1) (y +1). 

23. A, B en C zetten elk een kapitaal op interest opv. à 
4, 5 en 41/2 0/0. De kapitalen van A en B zijn samen 17/12 maal 
zoo groot als het kapitaal van C en de kapitalen van B en C 
zijn samen 24/9 maal zoo groot als het kapitaal van A. In 9 maan- 
den ontvangen A,‚ B en C samen /630 interest; hoe groot zijn 
de kapitalen ? 

24. Vereenvoudig: 

2 2 
Bret (A tr) 


y X XT) 





PROS EOPUIL: 








26. Verdrijf de haakjes en rangschik volgens opklimmende 
machten van y: 
Nn eV EV Jy). 
b) 6my° — (Sny — 4py°) — !8ny* — (2my° + 3my) — Ty. 

AARDS TLEen Prop Tuit: 

(a — b) x + 2ay —= 2a° + 4ab. 
3bx — (2a — b) y —= 36°. 

28. Welke waarde moet men a AUS GRE Eper 
also — iP 

29. Deel (X—y)— 3 x—y)?z J3x2° — 32° — 2° door K—y—z. 

Ook cd (x° + 2°) + x2 (C° + d?) door cx dz. 


IE Ol 0 1/ 
3a 4-69 ik 
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30. Zoek den G.G.D. en het K.G.V. van: 
— 182% + 812? en 2° — 132? + 362. 
31. Vereenvoudig: 
Ge ee midd 
(nn (A0 en OE mrd 
32. Vereenvoudig: 


(ab—a—b 1) (abtatbtl) ES eme nlt 
ORE EEDE EE 4Aa°b — 5ab* + b? 














33. Een man werkt 10 dagen, zijn oudste zoon 8 dagen, zijn 
tweede zoon 6 dagen; hij ontvangt voor alle drie samen /51,80; 
voor opv. 12, 10 en 4 dagen is de ontvangst f 57,20 en voor 
15, 10 en 12 dagen f 79,10. Bepaal het dagloon van elk. 


34. Los x, yen zop uit 2x Hy =a, 2ypJ-z=ben2zt-x=c. 


35. Schrijf x° + y° +2? als een product, als gegeven is, dat 
xd-ythz=0. 


SOME OSPASENVEODRUILE 





37. Een kruidenier kocht a pond thee, deels à prcentedeels 
à q cent per pond; de gemiddelde verkoopsprijs is r cent. Hoe- 
veel KG. was elke partij, als hij 10 %/o van den verkoop wint? 


38. Zoek de waarde van: 


(bi) HDE) + ab?) 











En voor. a=3,b=— 2enc—=d. 
Ook van: 
a—b bet d 
nn | voora=2,b=—3,ec=lend=—4. 


39. Bewijs, dat voor 2s =a tbc 
2(s—b) (s—c) + 2 (s—c) (s—a4)H2s—a) (s—b) = 25 —a—b— 
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Wark 


m m. m m 
zy dlb ri dl zi RE 
os x en y op uit en le eagen q 


xe 
er 
ke} 





40. Vereenvoudig: 


42. Deel l/am® — Tfamn + On? +- from — Sn + 1 door 
lam + 3 — 3n. 

Ook I/zxt + 1/12x3 + Sl/gx? — M/ax +6 door 2/3x° — 5/6x + 1. 

Cn, en 
FTE 

44, Iemand koopt 2 manden met appelen; wanneer hij voor 
de appelen uit de eene mand 21/2 cent per stuk betaalt en voor 
die uit de andere mand 12/3 cent per stuk, dan moet hij f 1,10 
meer betalen, dan wanneer hij door elkaar 2 cent per stuk betaalt. 
Hoeveel appelen waren er in elke mand, als er in het geheel 
420 waren ? 


45. Verminder het product van 


OEE De: ze 
amel 3 en En 





A SOS ARen ROD UI: 


tE 
12 
met het product van 


vs 1 het 
DX rr en —_X gg. 


46. Deel 2xyz Ë de Segel ++) 
door xz 5 + Ì + 3ax fa + ze): 
Xx a 96 
47. De snelheid van een boot stroomafwaarts is 12/3-maal zoo 
groot als stroomopwaarts; de tijd om 45 KM. de rivier op te 
varen is 2 uur langer dan voor het afvaren. Wat is de snelheid 


van den stroom en wat is die van de boot in stilstaand water? 


1 
48. Deel 2— np dn door — — ERIS 


Kp 


49. Zoek den G.G.D. van: 
(9a° + 6a + 1) x° + (6a° + 24) x + a° en 
(3a° —5a —2) x° + (4a* + 5a 4-2) x + a? + 2a. 
50. Vereenvoudig: 
Ii A) Zee shln 
ty rde ee dar de 
51. Los op: 3x-—4y 4 2=5X—6p—2=TXH2yt4. 








— 





ame hin ep 
52. Substitueer ng y =S enz 








a li id 
XYZ XYZ; OOK nog x= y=t NZ 


2(x—+- 11) NN 
53. Vermenigvuidig 2 — EPEN met 3 + MELDE LE 


54. In een tafel vind ik 1.03 + 1.03? + 1.03° 4- enz. ..... 
+ 1.03*® — 77,66329753. Leid hieruit af de som van 1.03 + 1.03° + 
1503 EE H- 1.03 (in 6 dec). 


59. Ook vind ik 1.04 + 1.04? + 1.04? 1.047 == 48,96758298. 
Leid hieruit af de som van 1.04 + 1.044 +... 1.04? (in 6 dec.). 
56. Ontbind in factoren: 
Q) Ode (Att Oe 
bj OD) lt er 
atb H-5bc* — b (a — Cc)! fa + (b—cC)} 
2a — (c — 26°) 








51. Zoek de waarde van 
ASU DET RENO: 
Ook van: 


EE eg A 
ee, 


VOORN Eire ORE TIN Zei 


58. Er zijn twee even groote ramen; het eerste is verdeeld 
in 12 ruiten, waarvan 4 in de hoogte; het tweede in 20 ruiten, 
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waarvan 5 in de hoogte; de gezamenlijke lengte der raamroeden 
is bij het tweede 3 M. meer dan bij het eerste; als de glazen- 
maker 46,80 M. moet „stoppen” aan beide ramen samen, wat 
zijn dan de afmetingen van elk raam? 


59. Zoek den G.G.D. van 
(a* + a—2) x° + (24° + at3) XxHa—l1 
en (a° + 4a d 4) x° + (20° Ha—6) Xx + a° —3a +2. 

60. Een behanger meet een kamer op voor een karpet, dat 
f2 per M? kost en overal 5 dM. van den kant moet liggen. 
De lengte van de kamer is tusschen de 5 en 6 M., de breedte 
tusschen de 3 en 4 M.; de behanger vergist zich bij het opschrijven 
der maten; hij zet nl. het aantal dM. van de lengte achter het 
aantal M. van de breedte en dat van de breedte achter dat van 
de lengte; hij levert nu een karpet, dat f 2.— minder kost. Hoe 
lang en hoe breed is de kamer? 


i n ee biz 1 
Oli Herleid: 4hxt 7 „Xn nk 
En 


62. Wat is de coëfficiënt van x* in de ontwikkeling 
(1 + 3x + 6X° + 10x%)°;5 
ook van x° in de ontwikkeling van 
(1 H- Ax + 6X° + 8X3 + Ixt + 16X° H- 25°)? 
6x* —19x 15 69 —37x—6x 3x 
He, LE Tee Er ETOF EES 
64. Los de onbekenden op uit: 7x + 22 + 3u =17; 
Ay d- 22 d-v=sll; 5y 3 2u=8; Ayu y= en 
SU — JZ 33. 
65. Druk in de formule /=a + (n— 1)v beurtelings elk der 
grootheden uit in de 3 andere; doe hetzelfde met 2s = n(a + l). 


66. Los op: be (Xx Hy) + (a —b) (x —3y) =0 
x-y=2(a—b). 
Ook nog f(a — b) (x — y) + (a + b) (x + 37) =O 
\x—y=2(ab). 
Zoek vooral naar een eenvoudige oplossing. 
P. WijbENEs en Dr. D. DE LANGE, Algebra. Il. 7e druk. 5 
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OZ vHerleid: 
2 3 2 
kn De at (es) 
neen steen 
Ae Pin +) 
68. Substitueer a= 1, b=2, X=— 4 en y=5 in: 


Marr Wier AOM) tod 
Zoek ook de waarde van (a — c) (a + c) — (a + c}°, als 
3at2ce=45 en 3c + 2a=15 en wel zonder 
eerst a en c afzonderlijk te berekenen. 
69. Bewijs, dat als van een getal van twee cijfers de waarde 
4 maal de som der cijfers is, het eene cijfer het dubbele is van 
het andere. 


ik ee br POS Nen 

70. Vermenigvuldig DD + 3X° — DUT. met 6 — OE 

vermeerder het product met ils En 31 en en ontbind de 
k 24 ZARA 


uitkomst in factoren. 


71. Verdeel 13 in 3 deelen zóó, dat het 1e staat tot het 2e als. 
Ip: 1/3 en het 2e tot het 3e als 1/4 : 1/5. 


72. In een tafel vind ik 





l 1 l Ì 
vos nos os aneka nossmkae en 
RNN 1 Ì Ì 
Zoek hieruit de waarde van 105 T 105 te Los er 


Ì | 1 | 
van Tort 05 Ft Toe Tt To (in#6.rdecs): 
Dn a OD nd eG 
gend be 
(Pas toe: Het verschil der voorgaanden staat tot... .). 


2 
TA nw DEELR2O a + Se + oe en Ben ze 5 door 


ELN en en verminder het quotiënt met het verschil van 
RET een 


Ipa — (b + c) en 2/3b — (2!/2a + 1!/2c). 





13m bOStocron Aung 








15. Herleid: 
de 
2__ pz z? x2 3 Te 8 
EEE En Nd (ete)? 
9 yh-z Eh SL De Ì id l I8 
y 4 WER AN 


76. Het verschil van twee breuken met denzelfden noemer is 2/3; 
als men 2 optelt bij den teller van de kleinste, dan wordt de 
„nieuwe breuk de helft van de grootste; als men 2 aftrekt van 
den teller der grootste, dan is ze nog 3 maal de kleinste. Welke 
breuken zijn dat? 


11. Verdeel 192(s) in 4 deelen, zoodat het eerste vermeerderd 
met 7(a), het tweede verminderd met 7(a), het derde vermenig- 
vuldigd met 7(a) en het vierde gedeeld door 7(a), alle vier uit- 
komsten gelijk zijn. (Eén onbekende stellen). 


78. Wat is de waarde der volgende uitdrukkingen voor a= 1, 
Cin die APEN DD: 
BAO OO td 


) a* — 4ac— 4ac* +-ct 
ab? C° — b? Een 


DE Abe — ADE Fe 
’) Rie red Ge Lee 
b Hd —bd e+ ed Hd? 
19. Vereenvoudig: 
a) 5p—[3q + (2q — x) — Ax + Hp — (3q — x — 20)I); 
b) 4u — [Bv — ;4u — (3w — 3v) + 2 — (4u — 2 — w)3}; 
c) Xx—[2y + I3h— IX — (Xx Hy + H2X—(y + K)I]. 
80. Werk de volgende producten uit: 











b) 











0) 46 Slab miled 11u?zy® — 24c ux d 
132m*c?g 50xy 18q (—y)?’ 
24cmn _ — 121a’m?x Oek ae 
6) 132abx?y An 55 my? TD 
REENER EEE) CEA 
Q esn 7 are 


Ll? se 
OTE el 
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S1. Vereenvoudig: 

123 —Y(13 2) Asil 

11/3 }2 — 1/3 (6x — 9) NE 4 Ì 

6 6(1 — Xx) 

82. Voor een onderzeeschen telegraafkabel rekende men op 
10 0/0 van den waren afstand meer; toen men op 1/3 van den 
afstand was, had men echter reeds 2 KM. meer gebruikt dan 1/3 
van den kabel; in dat gedeelte was de ruimte dan ook 11 0/0. 
Men vraagt, hoeveel 0/9 de ruimte in het laatste 2/3 was, als de 
kabel juist lang genoeg was. 

83. Ontbind in factoren: 

a) 4 —(y 4-2) 6) X°— 17°? + 60xy*; 

c) xx I; d) (13x° — 5y°)® — (12x° + 4y°}°. 


DANE OS MK VET EODRL 
a b Ü a D C Din C 
nnn mend ET A 











85. Vereenvoudig: 


SO AEO SWO DLL 
54 a 
au hat mc ke e 


87. Zoek twee getallen, die zich verhouden als !/2 : 1/3, maar 
die zich na vermindering opv. met 6 en 5 verhouden als 2/5 : 1/2. 
88. Los op: ( ax + by =c(a + b). 
by + cz = alb +). 
cz + ax =b(c +4). 
89. Een wijnhandelaar bevindt, dat een vat wijn door lekkage 
10 L. van zijn inhoud verloren heeft; hij verhoogt den prijs 
echter met 10 cent en wint nu.f 17; was er 20 L. uitgelekt en 
verhoogde hij den prijs met 20 cent, dan won hij f 32. 
Hoeveel had hij gewonnen, als er 15 L. uitgelekt was en hij 
den prijs met 15 cent verhoogd had? 
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90. Laat zien, dat x — 1 een factor is van 
TI (x— 1) (x — 98)? + x° — 100x° + 197x — 98 
en bepaal de andere factoren. 


91. Vereenvoudig: 


32 J 3xt1__8, 32 cP+a \p ca \P4 
ae “lei 





6 9 d 


D 
er jk 
93. Ontbind in factoren: 
a) 14atbe + 7a°be? — 1050°be?; 
b) A2bc + 40? — 4? — 92; 
SI dS na 0e 
d) 16x° — 16p* — 2x° + 2x°y° — 3xy (8 — x°); 
e) 324C*b? — 64b*; 
Di Kan DEC elit A GEE 
AN Gent bt esi eK 
h) 12a®x° — 36a°bx? + 27ab°x?. 


O2 REGS en VRO DEUI: 


94. Vereenvoudig: 
| at b* a° == b° ; (ad-b)(a 10 : (a REN a°b + ab°—b3). 


Bab? Sabah) AP 
. 95. Wat is de waarde van x als x°=1l + 4k(k +1) en 
k== 24 (2h +1) —1? 


96. Vijf personen A, B, C, D en E spelen met dobbelsteenen 
op voorwaarde, dat hij, die het kleinste aantal oogen gooit aan 
elk der anderen zooveel zal geven als deze bezit; A verliest eerst 
en verder ieder op ‘zijn beurt. Aan het eind heeft ieder 32 cent 
Hoeveel had ieder? 


xHy—l 


97. a. Wat is de waarde van — _— _—-+ als men substitueert: 
xy 


DE NEED 
TE A STE En 
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b. Ook de waarde te zoeken van EE, als men voor p 
neemt En 
1 + ab 
98. Vereenvoudig: 
be (x — a)° ac(x — b)° ab (Xx — c)? 





Aa bda-d TEE) Te dei) 


ha da Ait 

ea 

AL XN HP) \M 2 HX 
ALA OV 
x*—BX 4 Xx XH-2 5e 
re XX EET 

















E ns: 
xt 1 Ì 
Aten Vets 
REEN SED) PRE GCN 
ú Een xd x—2 x—4 


99. Welke waarde hebben de volgende uitdrukkingen voor 
Kie ee 

a. 3X— 4y — (2x —3y Jz) — (5x + 2y — 32); 

bk ten de) tre hal 

c. 1x 2y— [4x — ÎTy — (8x + Oy — 32)}|. 


100. Een jongen gaat zijn „cijfers" na en zegt: „Als ik bij 
deze repetitie een 4 krijg, dan heb ik door elkaar precies een 6; 
waren echter de twee vijven, die ik heb, achten en krijg ik nu 
een 7,*dan heb ik door elkaar een 7” Hoeveel cijfers had hij 
reeds en hoeveel bedroegen die samen ? 


WORTELGROOTHEDEN. 


S 16. Bepaling. Onder de ne wortel uit een getal ver- 
staan we een ander getal, dat tot de ne macht verheven 
het eerste getal oplevert. 

Dus is 5 de 3e wortel uit 125, omdat 5’ == 125. 

Ni PA U pra oane Oste, Zi 
À 3 q2 n 5e E 8 ale £> Ode 
Men schrijft dit aldus: 


PAIS MiB Pae? 


Het teeken f/ heet wortelteeken; het cijfer, dat in het wortel- 
teeken staat, heet wortelexponent; de wortelexponent 2 wordt 
gewoonlijk weggelaten; de 2e wortel wordt ook wel vierkants- 
wortel genoemd. 

Uit bovenstaande bepaling Cord dat: 

(raa Ren 0 0 

Bij de vijf bewerkingen, die we al kenden, nl. optellen, aftrek- 
ken, vermenigvuldigen, deelen en machtsverheffen hebben we 
nu nog een zesde, de worteltrekking, gevoegd. Het is nu de 
vraag, welke plaats deze in de volgorde der bewerkingen zal 
„krijgen. 

Een beslissend antwoord is hierop niet te geven, zooals we 
met een enkel voorbeeld duidelijk maken: 

In W/ab gaat de vermenigvuldiging voor de worteltrekking ; 
dus is V/ab hetzelfde als /(ab). In plaats van V/ab zet men 
ook wel Wab, (met den wortelband) | 
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Wab beteekent hetzelfde als Wa X b; echter beteekent a/b X c/d 
het product van ap/b en cy/d. 

In het algemeen zorgt men er voor, dat geen verwarring 
kan ontstaan. 


OPGAVEN, 


8171 Vsi Wa6 WA0000 Tare 


10. 
EE 
12 


P 
s; 
ES 
+) 
6. 
7 
8 
9 


W125; Pl; NONE N/A Pab. 
10 se LOOOOE MEETS LOSS NETS 2E DEE 
32; _P/100000; Pab; P7atbP; 25007, 
W6l/zaên xr; W64p(p° + 9; AO EE 
V(a? +4ab + 46°); W(9a® + 6ab Hb?) ; V(a + 11 +0). 
VHI (Xx F2) (PH IX F2); Wa 3a2bH Jab? 4-5). 
VETT Wa H(A — 2ax 2) 








Vang? pn k Watmbem - Varbio, 
ip 3e XxH-1 
/ ssr-Hár far: V qrhe 4 qe: bl, 
mn En p+1 £ Bn 2D ; 
warmmt+3mn. apt! Getp. /cPipt3, 
/ 202030: Wb 6nH8. B p3—1 rAp2—Ap 
psa, CNV EDE REC ' 


Bereken: ET: voor a=6, b=5 en 

ded: 

Vitac 
ab 

Eveneens: (x—b)Wat 2y(x 5) +V(a—b(x Hy) 


VOORRG A OMD OREN ee 


Bereken: voor a=8, bs Trent Cds 





MUR VAZEN EASTER A 
VO =S OYA ALO DRO OE VAL 
(ORNE id: (PO 


Ontbind p in 3 gelijke factoren; ook in 5, in 7, in n gelijke. 
Ontbind, n° in 5, in 9, in (2q +1) gelijke factoren. 
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EE a Sd al A ln ij 
OEREN VAO 0 Ep VIRAL Ba 10 
19. b C 2e d? 


20. Herleid: 
b? b? 
34 (13 6 25 « 4 ae ANO ee fv f 
B POH WS OPL ij: + Zi} 
5 
21. Vind de waarde van V(—3a 4-56) (—4a—b) voor a= —2 
en b=—l. 
a—5wWa 
VAES 
23. Eveneens van V(a — d? + (c—e)? — d(c—b)+b voor 
EOC MG RETE At 
24. Bereken a + bVx—y—(a—b) Wx+y en 
OD gb Bx le pivoorsg =O 0 —= 8 xe 12 
en y= 4. 
25. Eveneens V1 — 3x — IE +5 A VOOr 
x= —112/3. 


22. Eveneens van —(W/a—-71)( a—2) voor a=b64. 











S 18. Wortels, die denzelfden wortelexponent hebben, 
heeten gelijknamig, b.v.: Wa, 6% 2Wad-2 en TaP/xyz. 
Daarentegen zijn V/a en p/a ongelijknamig. Gelijknamige wortels 
uit dezelfde getallen, heeten gelijksoortig; deze kunnen dus 
alleen in coëfficiënt verschillen, b.v. V/a en 3V/a, P/p' en —xP/p°. 

In de rekenkunde wordt bewezen, dat er geen enkel geheel 
of gebroken getal bestaat, waarvan de tweedemacht 3 is; wel 
leert men daar een decimaal getal vinden, waarvan de tweede 
macht minder dan een willekeurig gegeven klein getal van 3 
verschilt. De vierkantswortel uit 3 kan dus niet door een geheel 
of een gebroken getal worden voorgesteld; wel kan het tot 
iederen gewenschten graad van nauwkeurigheid bepaald worden. 
We kunnen ook van elk getal zeggen of het grooter of kleiner 
is dan W/3 en het verschil tot elken graad van nauwkeurigheid 
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bepalen. Het getal /3 is dus een bepaald getal, ook al kunnen 
we het niet in de rij der geheele en gebroken getallen een plaats 
geven. 

Bepaling. Een getal, dat men kan voorstellen door een geheel 
of een gebroken getal, heet een meetbaar of rationaal getal. 
Een getal dat men niet kan voorstellen door een geheel of 
gebroken getal, heet een onmeetbaar of irrationaal getal !). 

Dus zijn 5; 21/2; W/9, 0,3; P/'32a°b!° allen meetbare getallen; 
V3; 2, zijn onmeetbare getallen. 

In de rekenkunde wordt bewezen, dat alle eigenschappen, die 
voor bewerkingen met meetbare getallen gelden, ook voor bewer- 
kingen met onmeetbare getallen doorgaan. Hiervan maken wij 
in het volgende herhaaldelijk gebruik. 


WORTELS UIT ALGEBRAISCHE GETALLEN. 


S 19. Vroeger hebben we geleerd dat: 
Ha = Hat en (Ha) = ta 


ben a) = ar a° ” ber a)’ Er vin 


waaruit volgt: ’ 
WH a=Haen Ha =ta 
Pra =p pas. 
In het algemeen is: 
2n 
VH amd at en ook = — a”, 


omdat zoowel (+ a”)?", als (— a”)ê" gelijk is aan + am 


2n-1 

en VH qemntm — + am, omdat _ Oee — JL qemntm 
2n+-1 
en gemn+m — ar, omdat (— gend — Qqenum, 


We hebben dus: 

De evenwortel uit een positief getal is de positieve of 
negatieve wortel uit de volstrekte waarde van dat getal; 
de onevenwortel uit een positief getal is de positieve wortel 
uit de volstrekte waarde, die uit een negatief getal is de 
negatieve wortel uit de volstrekte waarde van dat getal. 





1) Theorie hierover zie men in WijpeNes Lagere Algebra I. 
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Daar we vroeger geleerd hebben, dat machten met een even getal 
als exponent steeds positief zijn, bestaat er dus geen enkel 
algebraïsch getal, dat gelijk is aan de evenwortel uit een negatief 
getal. 

Zoo is b.v. W/—4 niet gelijk aan + 2 en ook niet gelijk aan 


2n 


— 2. Evenzoo is /—a"” niet gelijk aan + a” en ook niet 
gelijk aan — a”. 


We vinden dus: 


Evenmachtswortels uit negatieve getallen kunnen niet door 
een algebraïsch getal worden voorgesteld. Ze vormen een ge- 
heel nieuwe groep van getallen en worden imaginaire getallen 
genoemd. In tegenstelling daarvan heeten alle andere getallen 
reëele getallen. 


Dus zijn V/—4 en Vr beide imaginaire getallen. De een- 
voudigste imaginaire getallen zijn +W/— 1 en —W/— 1; men 
noemt W/— 1 wel eens de imaginaire eenheid; deze wordt 
dikwijls voorgesteld door de letter í. In plaats van 2W/— 1 
schrijft men dus 2í Uit deze bepaling volgt onmiddellijk, dat 
=|. 

In plaats van V/— 4 kan men ook schrijven + 2í, want: 
Eje teder | 

Evenzoo schrijft men in plaats van W/—5 nu il/5; van beide 
is het kwadraat toch — 5. 


8 20. In de vorige 8 hebben wij gezien, dat /J4 == + 2, 
omdat zoowel (+ 2)? als (— 2)° gelijk is aan + 4. Evenzoo is 
Vm En OTidalal eed jatten NU, 

Ten einde evenwel dubbelzinnigheid te vermijden, is men over- 
eengekomen om, als men bij een evenwortel de positieve 
waarde bedoelt, voor het wortelteeken het plusteeken of 
niets te plaatsen; bedoelt men de negatieve waarde, dan 
plaatst men het minteeken voor het wortelteeken, dus: 

VH 64 = +8; W— 64 = 8i. 
—_ V/H 64 == —8; —_V/—64 == — Bi 
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Als men eenige wortels moet optellen, dan plaatst men ze 
naast elkander met weglating der bewerkingsteekens, dus: 
V/16 — 25 — P/ — 64 
beteekent: de positieve wortel van 16 moet vermeerderd worden 
met de negatieve wortel van 25 en vermeerderd met het tegen- 
gestelde van de derde wortel uit — 64. Dus: 
V16 —V25 — WAS (HA) PS) FH S. 
Voorbeelden : 
P/8a’ — P/25°at J- Pal =2a — Sa J a=— 20. 
V(a—3?—V(1 —a) als 3 Sa <T 
== (a — 3) — (17 —a)=2a— 10. 


OPGAVEN., 





Sels Anfedieikk 
1. W25; W-—27; W—32; an Ake a 
2. WW 125; — P/— Î/100000; van, gps ge: 
Im ba me ten De 20 
4. WI6HW/25; W16—V/25; W36 + V49; W36 J-/— 49. 
BWT DTe TET TAL OSLO 
W16 — W—16. 
2n 2n41 
6. W(- a)° — Walt; VoPn A Waönts; 2e — 28. 
7. Vl—2xtx als l>x; Wat — Zath J Jab? — b. 
RM AGAIN AED vor 1 ld or IE ete 
9. Onderzoek of x — 6!15/i21 een wortel is van de vergelijking 
Jaris - AV ss 

1E Ere 

10. Onderzoek of 196 en 1 wortels zijn van de vergelijking - 
Wx En Vn 
met Dn Ene 


Tir Onderzoeks of sx Sioen rds Rwortelsszijnavanstieisstel 


vergelijkingen f Wy 4-V(y—x) —=Wv(20—x) 
AAE Oe 
12. Alstare belg CeesM zoek dansde 


waarde van a%b*cd — V1/oa — 2e + W/3b — Oc. 
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ONM DEIEKEns 
6 OE SAV Sax psp Ba. Voor d=— 3, 
Xml emmy: 


14. Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 
DO De AO OE 2) (2232) 
ISOR eel. 








15. Eveneens: 
W(6a? Ja — 2) (Za? — Ta — 6) (24° — Ta 4-3) als 1 <a <3. 


EIGENSCHAPPEN VAN WORTELS UIT REKENKUNDIGE 
GETALLEN. 


S 22. Eigenschap. De wortel uit een product van eenige 
getallen is gelijk aan het product der gelijknamige wortels 
uit die getallen. 


Te bewijzen: Wabe =WVa Ae Vb Dt We. 


p 
Bewijs: Onder V/abc verstaan wij het getal, waarvan de p® macht 
abc is. Wanneer wij dus laten zien, dat de p® macht van 


P P Pp 
Wax \WbX\ecook abe is, den is het bewijs geleverd. Dit is 
werkelijk zoo, want: 


Wa Xb XV OPW 0P Xb? XN OP=a Xb Xe. 
Omgekeerd is: 
Pp Pp Pp Pp 
Rare Pe Oee VDC 
of in woorden: 

Het product van eenige gelijknamige wortels is gelijk aan 
den gelijknamigen wortel uit het product der getallen onder 
de wortelteekens. De eerste van deze eigenschappen dient om 
wortelvormen te vereenvoudigen door factoren, die in genoegzaam 
aantal onder het wortelteeken voorkomen, er voor te brengen. 

Pl A2 AD RE AOO0 nl 000 B 4510 PA 

OC O0 ORDE AUC MOUSE: 

VOED KX 42 — WPT 24 3237 — 48/42; 

Was H- 2a2b + ab? = (a H-b? X Wa=(lad ba. 
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De omgekeerde eigenschap gebruikt men om factoren, waar 
dit noodig ís, onder het wortelteeken te brengen, b.v: 
RO VAL OV 2 org =V Aat Xn — W2a 
SEO 125 Valon AON DS 
Verder kunnen we met de omgekeerde eigenschap ook wortel- 


vormen met elkaar vermenigvuldigen b.v: 
VIVO Vr VAS MROP VE IK VAE 


Van XV EV 3x X SWO 310; 
Par! X lem hk bi mm 
Wan Xx abn X asten er Wants — an X Pe ai Vo. 





OPGAVEN. 


S 23. Herleid door zooveel factoren, als mogelijk is, voor het 
wortelteeken te brengen: 


LESA O0 W36p°; 1000; WaPb°. 
Wee Wale 24; Wa'b*c>; Wabecd 
STEL Aen 1 20000; #/162a*b°; 1 arb 
4. W/32a°bt; _P/1000000; YDE;  Warbectd?. 
5. W/28a°b° 3 Pr Dieden 4 P25°alb22 : / abos. 


6. Vul in: Bij bovenstaande opgaven deelt men den wortel- 
exponent op den machtsexponent; het quotiënt komt als expo- 


nent sen RON ROCRLES LOL Ere 
n n n n 
7e wart? va? she VeGs Vaöntt, 
m m m m 
8. VAO Watte vam! : v/amt?, 
Pp Pp Pp Pp 
9. War; Wartetl; Vat; Wat p+l, 
2n 3n 4n Sn 
10. Wart! 8 van+s : watm+öntl ; vant, 


TVE A42 130 NS li B 20000 OS 

Bereken nu W8, V/12, W32, W50, W72, WV98 en V/'450 en 
zeg, hoe je uitrekent W/75, V/147, V/300, 363, W/500, W/125, 
V/245, W/50000. 
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„13. Als iemand een tafel van de derdewortels wil samen- 
stellen, loopende van P®/1 tot en met #/100 en hij heeft ze af 
tot en met #79, welke moet hij dan nog door worteltrekking 
vinden ? 
13. Herleid nog W/—625; W/— 3000 X P/— 81 X #/192; 
Ee et 14 ' Raar in 
VEE did ar? XM aft, 
14. W—1715xOrtr bn (x2 — pt; Van 
Vé (a — Di (a° — 2ab + b2)? (a° + 2ab +- b2)?; Vpregpersrst, 
15. VORIGE GEDE 
VEEDE NEA EED NCR 
VED ES. 
VOD OA AKE es: 


Breng de factoren, die voor het wortelteeken staan, er achter: 

















We, (ES 5,5 POT 62. 
4/2; Des 5 Pa; ajb. 

HTO AE arc; a p/d; awe. 
Peron, qva De BA ee 

LS ers 0 a P/ a°; P Wa; a Pa. 
a'bew/ab; a°b* P/ab?; ab Pab; a*b° Pab? 


19. Vul in: Bij deze opgaven vermenigvuldigt men den 
__machtsexponent, die voor het #/ staat, met den wortelexponent 


NEN TI Rd AlEWOrdPrAEREKDONENTS ONE. man 
Breng de factoren onder het wortelteeken : 
20. ava: a? Ve; a° va: a° Vd. 
Ak va; ak ze BV. 
22. bbs; be biet; BP/b; GPD. 


ptp 7, er eld Vas el 4 p+1 ie HI 
. Pe hd D Dd . PD 
23. a VAE 0 rees VCR ee VA 


Vermenigvuldig en herleid het antwoord op de manier, zooals 
geleerd is in de vraagstukken 1—10 van deze serie: 


48 


LN ADL DAVE W6 XV/18 X V/40 X 300. 

29 VDO LOS BaO XP xy° X y xy X xy xy. 

26. Parts x jvantsprt?; wa?nb3 XP aöntsbrt?. 

27. “Hoe zoudt, ge in een tafel, die de 2e en 38 wortels der 
getallen van 1—1000 bevat, eenvoudig kunnen vinden: 


4 Vv 1/2; Jiel0; 5 P0,2; TWP/P/o8; 
13 V/2/13; 16 V0,125; V/2000. 
28. Wat is meer 7/11 of 6/15? 
Re rn RE a nd OP A SO} 





29. Herleid V(a — b)? (a — Db}? — 2 (a? 46°} + 2 (at Hbf). 
309 Bepaal ES (SERONSDIK Seekalst ORL E 2 ealD 
en s=lifa(ad-b-c); ook voor a=100, b=91 en c—= 159). 





31. Herleid: 

WA; WV W-16; W-25; WB; Wc. 

W— Op?; WV — arch; W— (xy; WV 4d’; V— 4d. 
32. W—-12; W—-45;5 W—28; W—75; W— 1000; W/— 98. 
33. W— 162; W—250; W—650; W— xx; WV — xy. 
34. WT 5) WW; W/— ab); — cd). 
SILVAS) LIEN LAD) VEEL) ERE ASCH MCDD 
JONNIE EN ent RN Oe Te MEL ERE RL RL 
gn; nt? jat, Pal; jln+8, 


S 24. Bij de berekening van machten van breuken, moest men 
teller en noemer tot de aangegeven macht verheffen. Omgekeerd 
zal men dus bij de worteltrekking den wortel trekken uit teller 
en noemer der breuk, volgens de formule: 

pav 
a a 

An p 
Vb 





of in woorden: 


De wortel uit een breuk is gelijk aan het quotiënt van 
de gelijknamige wortels uit teller en noemer. 





Zoo is dus: 
et AE OO 
Lem AO 7 V 15 PB 5 
nat var a Ile 5 
ma Tk Vapo 


bt 
De laatste uitkomst staat nu echter in een vorm, die niet 
gemakkelijk met groote nauwkeurigheid te bepalen is; het is 
nl. een breuk, waarvan de teller en de noemer beide onmeet- 


bare getallen zijn. (De leerling probeere eens ee te berekenen!) 


Daarom herleiden wij dezen vorm liever aldus: 
BD 0 5/6 1 
== eee 10: 
VaVar pan 30: 
we behoeven nu dus alleen 1/6 te bepalen en daarvan het derde 
deel te nemen. We hebben dus de breuk, waaruit de wortel 
getrokken moest worden, eerst vervangen door een andere, die 
zoodanig was, dat de wortel uit den noemer een meetbaar getal is. 
Deze bewerking heet rationaal maken van den noemer 


Voorbeelden: Vi = Da Ee DE W2. 





OPGAVEN. 


S 25. Herleid: 








cont 25a'b?. 169x5 100p!? 
LV Vaert Woes: Waag 
rl 25 pas Heliik Oee Tir 

5 243C*® ; /400aP bel onp 040 
3 VWV pme Voer open WV pege 


P. WijveNes en Dr. D. pe Lange, Algebra. Il, 7e druk. 4 
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4. V B Se Zen ) Veenen / el er 
EN Ae VASE tie Ee 
VREE EED 
2 
en D/s En NIE 
8. Bereken de waarde van 5 A EE Di voor 


gi datennbesljs: 
Herleid de volgende breuken tot andere met rationalen noemer. 











9. w1/5; Vis; 2/3; W5/27. 
10. w/1/6; Ws; VAS Vi3/20. 
11. W17/39; Pe/o; Dee25 pis. 
12. P/7/o; P/8/25; 22/5; P3/4. 
13. 1/35; 15/9; W 3/40; Pals. 
mp, Tab? Sic Ae 
he Ve Rd 4 8 ’ V sar’ y 
5 ks tut ON 12562 
15 ha 23’ Vv pq’ Vast 18 y 
ax en y 3 gup cy? nn Eg 
Ke Cy” VW; ard V rame’ á GA 
at2e ed ak Gerd 
nVEEVer Vorm Vip 


Maak de noemers in de volgende breuken rationaal door factoren, 
die voor het wortelteeken staan, er onder te brengen; aldus: 


RAE AVN VA 
182 TAD ORS 41/2; 
19. 7 P/2/343; 15 2/5; 8 1 9/64; 


20. a Eeen HIVE 
218 ADV En ) nen 


aes 


1 WST. 
12 yy 11/g. 











Lj 


G _ n° 
OI Sand 


Herleid nog de volgende breuken tot andere met rationalen 








noemer: 
l 
VER 
10 
24. 2 
8 
25. 35/4’ 
W15 
26. —3 
3/5 
2/6 
2 2 
à) 
28. oak’ 
29. 2 3 
Bis 
30. 


S 26. 


Nn 
Pa 
3V/2. 
lj 
MO 
12/64’ 
W21, 
Vils’ 
323, 
3 3/2’ 
ze 
Pd 
3X 


n 
wat 





[ee 


lS mied 


Di 


n if 





2 . 
3 
V5 
73 

3 . 
vlos 


5140. 
2 las 





n 


XI? ) 


je n giet 


q pr! i 
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’ 0 
Pp 


BREAL A 21 ORS 20008 NM (A5 2123600680; 
Bereken nu 1/2; V1/18; W2lf/t2s W16/45; W0,45; WO0,3. 


Na de worteltrekking uit een product en uit een 


quotiënt komen we vanzelf tot de worteltrekking uit een macht: 


Pp P Pp Pp 
Daar nu Wabc=Wa.vb.We krijgt men voor het geval, dat a, 
De p 
OREN MCS el KEZ AAS AAN va De Va= (Va? of in het 


Le p 
algemeen Wa? = (Wa)? of in woorden: 


Als men na elkaar een machtsverheffing en een worteltrekking 
moet uitvoeren, dan kan men de volgorde dier bewerkingen ook 
omkeeren. 


Voorbeelden : 


P/8 = (WB)? = 25. 
(anar) —= (V/2na°n)' == 2408, 


TZ 


OPGAVEN. 
Bied VAC 208 v/643; (1/4). 
2. P27; 81°, 1” 6255; 32. 
3. /243P; 19/64; W(1/36)°; P/(8/125)2. 
4. Waoxt”; Vor; V16ax°; 10065. 
5 WP VM WA Wart. 
6. W(a? + 2ab Hb; WH XL + ZX + 1); 


pia + bj (a? + 2ab + 674. 
7. VI H2a Ha WIX Hy) (+ x°)85; 
Bi (a Hb) (a° + 2atb + 04°}. 
en 
SRA Wa is blijkbaar een getal, dat tot de p?° macht ver- 


q 
heven Wa oplevert; dit getal, verheven tot de q° macht, geeft a 





daar nu het getal tot de PX q macht verheven is, is het eerste 


Pq 
getal V/a en men heeft dus 
Pp 


We pa 
Va = Wa of in woorden: 

De wortel uit een wortel is weer een wortel uit hetzelfde 
getal, waarvan de wortelexponent gelijk is aan het product 
der wortelexponenten en omgekeerd. Een wortel met deelbaren 
wortelexponent kan geschreven worden als een wortel uit een 
wortel. 

OPGAVEN 


1.Bereken*y/ Zans2sdecsnauwkeurids sevenzZooR AS ren 
(Zien ES ORD Iz: 

2e Bereken WD EC eek IS SO CRE 
P5 == 1,709976, P/7 =1,912931, PW/41 = 3,448217. 

3. Schrijf als één wortel: 


EL et mn mee Ne ane A 8 pn mene 
VA WVw3: Vi: WV5 


NDE Rs OEE De 
ie Vree nee 7 
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5. Hoeveel is: 


3 
VV 25605: WV 24096c2x Ww40r x 64. 
5, 





|/ /5öngql2p 
6. VV 2205 45a Wv ige 2yie— ep y cêa ; 


7. Herleid tot eenvoudiger gedaante: 





PA wsi=V e= 5 
Pa toP=V Wa +5 = 

OPS P/2*a*b5; Te P/16a'*. 

9. 71/7290; P/4a°b; Woa'bs; W100000a°6'®. 


Pp 
nf / q ij p 

10. Bewijs dat | al rij Va. 
Wm Bastciteloerop: 

B: Ein ed (nn Oa EEA Dn Nt er 

Wvs Wwieas Wvi12scbs WwWioer”. 

3 8 ze TE 
12. Wad watb VWE VV). 





3 
S 28. De vereenvoudiging Pab =W Wats —= Wat? geeft 
voor den gegeven wortelvorm een anderen, waarvan de machts- 
en wortelexponenten beide 4 maal zoo klein zijn; dat brengt ons 
vanzelf tot het onderzoek, of 


pq q 

Varrz=Var, 
waarbij machts- en wortelexponent beide door eenzelfde 
getal gedeeld zijn. Inderdaad: 





q_ Pp 
Par Wer =VWoer= ver. 


Men zal dus omgekeerd ook machts- en wortelexponent met 
eenzelfde getal mogen vermenigvuldigen. 
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OPGAVEN. 


Vereenvoudig door machts- en wortelexponenten door een- 
zelfde getal te deelen: 


1. 10064; PW 144Chd; 1 27n°; Ep. 
DONE / 64a°b'?; 1 21ODSC ENA Eee 
OTO PAIS P/243m?; De 

4. PT20x; 8x; P325; VT ab. 
5. P3S/ga (m1); /64Ap(p° + 9); v DC: / vrede ze 


Maak de volgende wortels gelijknamig door machts- en wortel- 
exponent met eenzelfde getal te vermenigvuldigen: 


OA: 3/3, v3 en 16/3. 
7. WA, 18, 15/6 en 1/2. 
rokend PAPA abd 2 We en 3d Pc. 
ORS Vy, Vxy Chr ze 
LORETO Tern ile en P/2ö. 
2c 4C 6c C 
|l SCE Vans za en V/Xy. 
m n mn mn 
12: Va vaa Wa en Wat. 
m n mn 
13 ROE var en V/a. 
A n—l 
TAR O en Wax. . 


S 29. Daar de gevonden eigenschappen alle afgeleid zijn in 
de onderstelling, dat wij met wortels uit rekenkundige getallen 
te doen hadden, zouden we ze niet zonder onderzoek mogen 
toepassen op wortels uit algebraïsche (negatieve) getallen. Om 
dit te ontgaan, past men ze liever nooit toe op algebraïsche ge- 
tallen en schrijft men b.v. niet W—a=}/(— a)” maar zet 
eerst P/—a=— Pa, waarvoor men dan mag schrijven — W/a° 
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Om wortels uit algebraische vormen te herleiden, houde men 
dus in het oog, dat eerst door herleiding de wortels, uit negatieve 
gefallen omgezet moeten worden in wortels uit rekenkundige ge- 
tallen. Eerst daarna mag men de gevonden eigenschappen toe- 
passen. 


Voorbeelden. 
Ll. PW—abP; deze vorm is negatief, want het is een oneven 
wortel uit een negatief getal; dus 


PW — Pb = — Wabe =— ab? Ve? 
2. Maak gelijknamig: 
W—4, WH8 en +6. 
De nieuwe wortelexponent wordt 12. We handelen nu aldus: 
WAZ =P 
WSA =d 2 
WH6 =H 23 + P/22.3. 


e OPGAVEN. 
__ Herleid: 
Las) NV) Hb; — Pab HP 270, 
VEN W—8atb; en nn 
ij, Jatrbencr?;, Des an; — 5 asnb?nctr?; Vis apr 
Wanneer is ien Q) = — va? 


Wanneer is V(X° —2x +1) =x—l, en wanneer 1 — x? 


hoe de a 


Herleid nog: 
in AE Sl bet AR EE AE 

—_V(X—4xH4) als x <2. 
Pp EEP); (a) rn Pb — a)? (a —b)? 
GAG NI SED 
Maak gelijknamig: 
Wa,  +ab en — Waes WH a?, Pab? en Bee 

10. te is W (a —b)t == (a—b)? 
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S 30. OVERZICHT VAN DE HERLEIDINGEN VAN 














‚_ WORTELVORMEN. 
Model (_I® Vóórbrengen van factoren Vasb alb: 
P) Inbrengen van factoren Pw/q me 
Model II Rationaal maken van Vr= Vi =r Vzy. 
den noemer 
Model Í IIP Verwisseling W. en M. Vaate a)?. 
3 De 
Luo Verwisseling W. en W. VVs=\V Wö- 
Model (IV) Exponenten deelen Wrs ee 
IVÒ Exponenten vermenigvuldigen Paid 
8S 31. GEMENGDE HERLEIDINGEN. 
1. W35ab X 63ac X 45be; W15xy222 X 40x%p. Xx 72x?yz. 
2 j 2 5 73b° 2n. ie no 
5 W 64en » / Cs V8p q. 
eee BET 
ah Watryanzn-?; Wv1000n; mr? Zer 
In tibet 
AM VAD als TA Geenen AO UD nl 2D RL 
5. /196 X 392; Votayzers; PW 640nPenter, 
6. VI2H-2V21H3WI5 —9W4B. 
1E AG (D2 + XT; WX H- X—6) (X° — 3x + 2). 
ac — ze te (a? — c2)? 
8 zn VS Vaer 
dn+3 , 121c*d2e? 
gr3n « 
sld BREE eV 25de” 


2 8 Dl 


ee 


18. 


19. 


20. 


Zi 


2 


Ee 
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n 2 


abd; VAES en ee 


TE 
ne als men 


NE 
Bestede. 


Zoek de waarde van 


voor Xx substitueert 


Ter 


Vea k Vr Za Ver trale) 


. Onderzoek of er ook Ree wortels voorkomen onder: 


263, 31/5, WO en 1/5 /45. 
Eveneens: 
V243, #/48°, 168 en 9 9/ 1/27. 


. Nog eens: 








ed En 3 
VE ee 
Herleid volgens model TI: 

V18a'ct — 27a°?, V pg? — 6pg + Op, V5a' } 30° + 450. 

VE PRERN VIEy 12 FE 1227; 

En 

NGD VCN 

WV (a? + a) (a? — 1). 

Onderzoek of 8 voldoet aan de vergelijking 
Vd 
Pee 











mid 


Onderzoek of x= 5 voldoet aan de vergelijking 


B Et 


Zoek de waarde van 


VOORN AD DNC 


20: 


24. 


25 


26. 


rf 
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Alssanbstrd ef oe Dewi Sdan dat 
a 9 a° + ace +-ceg Jeg 


b Armenen 


16 

Da 486a°x'y!2 Wall mr O (DE Ch Wa 

64x2etzis 64CH(b — Ct’ 36° 
Onderzoek of x, =3 en y‚ == 1 of Xx, —= 3/4 en y, = Î/4 voldoen 
aan Walxdy)=x yad. 
Herleid 7/54 4-3 16 —17W2—5 128; 
ook 3 W40 — 2 P/ — 625 — 4 P/320. 
Bepaal het verschil van 3 1/3 en #72. 

















HOOFDBEWERKINGEN MET WORTELVORMEN. 


L. OPTELLING EN AFTREKKING. 


S 32. Evenals 3 boeken en 2 boeken, 7x en 4x opgeteld 
kunnen worden, omdat men te doen heeft met gelijksoortige 
getallen, kan men ook alleen gelijksoortige wortelvormen 
optellen en aftrekken volgens de formule 3a + 4a==7a; wij 
moeten echter opmerkzaam maken op de omstandigheid, dat het 
gelijksoortig zijn dikwijls pas blijkt na de bekende herleidingen; 
deze moeten dus voorafgaan. 


Voorbeeld: 4AV/2—\V/18=4/2—3V2 ==. (model [9) 
3V 11/3 —W51/3 == 2/3 — 43/3 == 3/3. (model l en II) 


Pod ep PEET PE (model IV2, 14 en II) 


OPGAVEN. 


SAS: AVB 1-25 0/5. 

2. 52-3242; AV2—V18 +50. 

3. 7 W4— 32; W24— 150 +54. 

A 3242 64; #/500 + P/108. 

5. — W405 4 /605; Boe deee pol 

6. W40H-2P/625—3P/320; 3V2—-2W3. 

7. 5W24-4W21— W6; B129 + WT 42/48. 

8. AW 24H-2W/ 54/65 150; P/128 4-/686 4-P/16—4P/250. 
nnen Deen lEn 
Ooo alo; BVs VOO 15 
1. PH Wz A Wo; VV ed 7 DER 
12: PE top isop 20: Aen rd Ae el A ll A km mn 


30. 


al 


Zn 
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W80xJ- W125x; W98x —/50x. 

PB + P/— 1252; 3W5Xy — xV/5y. 
W32aJ- 524; | AP VN PP ed: 

— 5XxV/3y2 — y V48x°; Wax 2pabxe J- Pax”. 


W2x* 2 2x pr dys Wale B 8atct + W— ac. 
Vn —- He ee a PA BLA P32Xx + PCX — Wx. 

4 6 
Vi Vd ne 
Poe 24e ap Ainsi 
DVR ABA EE ne 
A A EVE) 
Ed OTE ERE Vee Hike 
V12a? + 60an +751 — W48a° + 72an + 21°. 
Varde Var Vato). 
































VEV erge: e>9. 


Pio PS Pe OZ rn 
320-8831596 H 11/27/4281 1750 + 8VS/2. 
iv, 2mgmpt3himnt5 v 3m gmtmnt3bh2mt5 ve Bbecm, 
Bereken in honderdsten nauwkeurig: 
AV 147 — 3/75 —6V!/3 + 18 1/27. 
Om ap in dec. nk. te berekenen, neme men Wap; 
waarom ? 
Tel op: 822326 — W15 
V3—3U/6 J- 4/15 
162-936 
+2 —4V3— W6 
22 J- 515 


Eveneens: at Wab— Wacd-3W/be 
—bH-2Wab—3Wac dal be 
cHavabdeac— Wbe 

—5Wab 2 ac HTV be. 


| 25 ONS re 
Tel op: VASE ans 5-5 e+ Var 




















ax 
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33. Zoek de waarde van twa Et 
VOOr EOL 
34. Los x,y en zZz op uit 
Xx Vp Wd. 
Ax d-6VyH5 231. 
5X— Illy 13 Pz =22. 


35. WHW —25; WA /—8l; 


3V/— 81 — 2 — 144, 
36. av —at—/— af; V— 5x —— 49 
Vl 64 + — 49. 
16 9 
37. W— 49100 — WN — 0,36; WV mba 


WV — 90? — WW — 25a? —W— 490? 
38. W— xt 16xt HW — 252 At WB 
Prong ern al dn LA 
DVP nn AV nn. 
40. W—(a— 0? (a? — Zac HC?) + —160PC?, als a >. 
41. PHH; Bid: get 7 #0, 


IL. VERMENIGVULDIGING EN MACHTSVERHEFFING. 


S 33. In 8 22 hebben we reeds geleerd, dat de vermenig- 
vuldiging van wortelvormen berust op de formule 


Pp p Pp P 

FAA == rren 
daaruit blijkt, dat alleen gelijknamige wortelvormen vermenig- 
vuldigd kunnen worden. Daar men verder achtereenvolgens 
eentermen onderling, een eenterm en een veelterm en veeltermen 


onderling kan vermenigvuldigen, heeft men het volgende overzicht: 
a. eentermen. 


L. Gelijknamige wortelvormen: b. eenterm en veelterm. 
c. veeltermen. 
a. eentermen. 

1. Ongelijknamige wortelvormen: j &. eenterm en veelterm. 
c. veeltermen. 
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De producten en zoo mogelijk reeds de gedeeltelijke producten 
moeten herleid worden volgens de bekende regelen van 8 30. 


JL RH OOCK TOLD S OE TT RN Cr OUNL 
le W32abe + 3 P/Aabe — 1/2 KO 

















B/2abc 
Aa Pb? + 6b Pa? — 3e WV 02° 
je OMO 2283 
SLO 
OSD (met 31/6) 
d 4—12/3 +86 (met —M/2) 
== H-72V/2—8V/6 (met 44/3). 
16 — 24/3 
qa 3 q° 4 12 q6 qe 5 e 
IE Voer De Ee L/ pa. 
U xn yr zn. XB Hy PnP +2 nb 
a Ee — — wordt en 


Xn Hymn + zn/n. 
He wa —cpx? 
Wade x 
WE — CP BE He ax — xx. 
Bij If en II° zal men natuurlijk, waar het mogelijk is, de merk- 
waardige producten gebruiken, b.v. 
Oy Fyz) XV y= — pz. 
(XXI) (XA xl/2 HI 1. 
(2V/3 43/2 =12 18 +126 =30 +126. 
W2HWV3—WV5 =10H 26210 — 215. 
(2/3) (54/3) =10 43313 HTS. 
Wa2V/bP == a) — 3 a) (2VD) + 3/0) (2V/b— (2/6) = 
—=ava—b6abH12ba—8b/b. 
(LHV) (IVx xX)=l H (WX H XIX. 
Bij de machtsverheffing van wortelvormen kan men onder- 
scheiden ten eerste die van eentermen, volgens de reeds bekende 


Pp Pp ic r 
formule (Wa)? = Wa? b.v. (2V/xy)P =8 xy? en ten tweede die 
van veeltermen, die we meestal kunnen terugbrengen tot de 
merkwaardige producten. 
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OPGAVEN, 


Gelijknamige eentermen. 


PN 


co 


Ee 


N28 
(ae 
14. 


SS EIER 1/20 LES AO RLD AOT VASE AÛS. 
ei 
sk 


En eh FARO: DM -3X2P/O; 4 OXI/28 15 
Vâlfo X V35/g; 2/3 18 X Sar — 3; WI X V1/125; 
2/16 X 1/5 2/5. 

Vox wsl xW729; WIX PI Xx Pp 812; 
WTB X DW 112 X W14. 

IUD AI 2 IAB O2 A3 
12775/6 X 31/4 X 42/5. 


WS De Wz: 3V/ax X Way; 4W bac X 3 V/20a. 

B DE IRE ij ee De U se Ba? Xx PW — (ax). 
pg 5 av. 5 EN NVA Ze AS ee es 

ie x Vatap x Waste; Vs Katt, 


Wa —1) X Var (a > 1). 


en ideen EN Wep=pr; (ec >p). 


Elen Dl le Wieden 
ren EV Tar epa 














zp EBA De ) DA 

Vax?; (WbyP; (Pp HBP; OLE; Vb). 

Wo); 0) Wert?); 4 Oe W/b20)r— 

(2v/a XP bef; (AP I/128 X P4/25)®; Ë Var ze): 


Eenterm en veelterm. 


Vermenigvuldig uit het hoofd: 
ED 





Tv N3; W2—W5—W/10; 
‚Ve ‚20 
AD — 1/30 — A10 HSL 


Ae „10 
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16. 33/6 —5/8; W5 HV —WV/5; 























2WA4— 3/12 + 1/20 18. V/a H2/3 4 3/4. 
teab 
ide 0 
17. W4— B 1/100 + 1/25 9 — 245 + 5/54; 
3 
„4 Ne 8/3 
32/3 — 41/2 + 5 91/6. PO H- W18 — 2 I/4. 
18. Wab—WacdWbe; Wed — Wed? + Wd; 
„vabe NS WW cd 
Warth =p abt. A er emd A 
n/ 2 h2 n/ nshn—l 
„pa b | 3 Pab el 
19. abe H- P/a°be* — Pab; 
tn abc? End 
Washer atd amis les - War sbe2rS, 
ĳ 4+p5Cb, É 
e C 


Merkwaardige producten. 
Ontwikkel volgens de formule (a + b) (a —b) = a? — b2. 
20 ATA AV) (A2 me A AEN 
PRE VERE LINER tel AR 
21. (5V/3 — 45) (—5WV3—4W5); (—W5HN3) W/5 +3); 
(2/63 VND 2. 

22. (xy —Vab) (xy +Vab); Wa te XW a—e PX); 
(Ar ANA AE 

23. (—xWV2HI) (HX 2HI); 
(3x — xV6H- 1) (3X°H- Xx I/6 HI). 

24 WaW XN) HI); 
a — Wb) (Wa + Vb) (a + Vb) (a + b). 

25. WV adytVaxy) Vety Wx); 
(Vasse slapen oee De): 
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26. WEHLXW6- VI; W3F2V2XW3-2/2: 
W9Hv17 x Wo 17. 

27. VAES VEE, WEE EEV 
VTV XV IT +V33 

28. (haalen ee VAS VAT: 

29. Va VEA x Vatanen Vara 























Ontwikkel volgens de formule (a + b)?= a? + b2 + 2ab. 
30. (24+V3% (BHB (4-5 (5 6}. 
31. (2/3 — 1) (BV 5 —4) ss (2/3 HT (4/5 1). 
BAS en (Ln A2) (VAIO SID) (315 l410)2. 
33. (2W/1/3—3W6); (Vs H5W15)5 (OV2—2 1/2; 
(17 V/2 — 3). 
SE (AE GETAL) REN AL AD EEKE A Em el fd 
ne (Gears br MOA pe U A AAL me ALD 
Ontwikkel volgens de formule | 
(ab He)? =ar tb? + Ce? + 2ab + 2ac + 2be. 
36. (2HWV2HW3); W2—-V3HN5) WB HW6— 15}. 
BUR Vaer otto) nlet O ets vel Oet 15114302 
Ontwikkel volgens de formule (a + b)* =a° + 3a?b + 3ab? + b3. 
4 IOA EIEEamn al DAE Cm 0E 
ROME VAO) AO VAC) ene ZO VE) Ty). 





Ook de volgende met de formule (a+) (a+q)=a*+(p+q)atpg. 
40. W243W247); W3H5) W3—4); W5H7) W/5 —10). 
Al. (74/3) (OHW); (OH 3) (SHU3); (1710) (2H 0/10). 
42. (atb) (eHWD); (PHW) (QNX); KH WY) EN). 

Nog met de formule (a + b) (a? + ab + 62) =a° + 65. 

43. WAV) ONF); GWV 2) (OO — 32 42). 
44. (WSH P3) 25 — WIS + W9); 

(p/a? — PL) (aW/a + Pab" + bP/6). 
45. (M7— 1/3) 49 HW 21 HWI); (a —Wac He) (Wat lC). 


P. WijpeNes en Dr. D. pe LANGE, Algebra. Il. 7e druk. 4) 
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Ontbind in factoren volgens model [: ap +aq=a (p +q). Breng de 
factoren, die voor het wortelteeken staan er onder; dan ziet men 
direct, wat de grootste factor is, dien men buiten de haken kan zetten. 

46. V3HVOHV15; 32/6; 3/10 H2W/ 155 3/30 — 10. 
41. atWab; bed Hede; bWacHa; xy hyve. 
48. abV/c—acvb—bela; xy Hy wr; 
VZW XS + x2 Ir py — xyz. 
Ontbind volgens model Il: a? — 52 = (a + 6) (a — b). 
49. Wa Wb; Wat — Wbs a—b; pq. 
50. xy — xy?; Va be; Va b; VVL. 
51. Wa — Pb; slik Xp —7. 
Ontbind volgens model II: a? + 2ab + b2=(a + b)2. 
52. at+2W/abtb; 9H6V5H5; 52153; 11-22 T7H7. 
53. 52/6; 88-215; 6HA4V2=6-H 28. 
34. 16 +415 =16 2/60, 17 + 12/2 =17 +272. 
Als voor het wortelteeken de factor 2 staat, moet dus het getal, 
dat er onder staat, zóó worden ontbonden, dat ...,...... 
55. 4423; TH2V/10; 49483; 15 + 4/14. 
56. 6—20; 5 HWV24; THA 35 1 +47. 
57. 8 —4v3; 19421; 31-455; 3Q— 105. 
58. 37 —WV640; 39 +123; 46 —6V102; 77 +600. 
Als de bewerking te moeilijk wordt om uit het hoofd te ver- 
richten, kan men als volgt handelen; b.v. bij 
34424 2—=34 +2 288. 
pd-q=34; pg =288 
p° + 2pg + q°=1156 
4Apq di 


ptg=34lp=18 
AEN 
Dus V18 +16 = 3/2 + 4. 
Omdat ontbinden volgens het bovenstaande model teitelijk 
worteltrekken is, kunnen we nu vragen: 


Pp —2pqg dq’ == 4 waaruit | 





60. VIVE WV 6 VIG VBD VAD 
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Product veeltermen. 
Vermenigvuldig, zooals de veeltermen op blz. 62 [x. 
Olie Zet 2e 5d W3; 6 — 2/5; TV2 33. 


BE TED NNS ALOE 1/3 
X en 


62. 1132/10; T—V/3; 3V/45--TV5 5; 5PW9H3P/25. 
W6— VB W25 W95H229/5 W3— 5 
XX — X 








X 
63. W27T—-W2; WAP; 22-12; W3H 22. 
23 +38 WIW 34-33 MWA W2 
Nene X X 




















64. SW3H3/5 HAT; WIN 153; UW If2— 3 3HAV/B. 


BV3-UW/ BWT WO IO/30 3 BH 183 
X X X Ee 


65. 3WV5aH7TW2b—2Wv3c; 223838 + 332; 


AW 5ab Hv 3be —Wac 3/23 — 12 — 6 
es Det en 











pd 
6V 32 — 953 + 10/25. 
23233 525 

dd eek eN 








Werk uit volgens (a + 6) (a —b) =a* —b?: 

66. W2HWV3—W5)W2H/3HN5); 
W6 4 V15 —V2IN6 + W15 + W2I). 

67. (23 —W5 HO (2/3 H+V5—W6); 
Al (Ee Seed ADE 

68 (at Ib —W Ib? — ©) (a Hiab + WID — Ce); 
Wax Wah a WeygtWy). 

69. (HVT HV3 HD) (1 HVT N35); 
Wabe Wda vb Wet Vd). 





Ongelijknamige wortels. 
A0 SPANNEN PRD LR APD AT 
Tl. Wet XW Obe; PAX XX; WW 2ax X P/— 2ax. 
TOE KSCK X PEZER Beren yn X ZV 1, 
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4 3 m n 
73. vas X Val Vs VvE: VxxXVy. 
8 
74. ax X by X ez:; VAE dE 
2VfX ECE 


rl} Vea an 


mV Ee xon/ Xr 


6 En 
76. Wxtyx VE X WG Te Cn 
WE Cel Oel den Ard ee de A 




















ie 1852 
X an Sn IE 
30 15 10 6 6 4 
18. Wa? —atH3a a; ata WVatva. 
6 
— va av. 
RS 
19. WH 32— NAH 22; WRX. 
1/32 + P4 Wx xl 
X ne ne 
80. Xx 2 xy +2 y; Wx. 
me Vet Re VA Voot en 
na Xx 





3 ER sl dit LUNA 
VAZEN SAAS MAAT TET 


We hebben in S 19 geleerd, dat /—a= iv/aenW/ —b=ivb, 
dus is W—ax\V—-b=iVab=—-l XVab=— ab; we 
leeren daaruit: Het product van de evenwortels uit twee nega- 
tieve getallen is de negatieve wortel uit het product der volstrekte 
waarden. 


NVE VAG VAA OER Id Le 
VES ent 

83. VA Wb; VAE Xx Aex: 
WVexl/—e Warp 


84. 


85. 


86. 


Oe 


88. 


89. 


90. 


01. 
02: 


05, 


04. 


05. 
96. 
97. 


98. 
99. 
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—-V—-6x Vl VOE AET 
We ans PE Se 
V-uaxVexW Vox EX 
W=3mn Xx VW —3np Xx WV — Amp. 
Peat lanen en rn man > m) 
W-2xW-aAxV-x/-8 
Ger AE ALDER A AEN l R 
GH2WV 3-2 — 1). 
Sl UL ri 
GSE 
Hei Ea Ari PAVESE VAE 
Wen ES VE TAZ 
WV—ative 
Al | 
Blik ALOE WI ln II ratelen be AEL 








Ontwikkel de volgende producten: 
(1Y32 4 3212 — 2}/162) (217 162 + 7732 + 141250). 
(Oee Oe Stall) Oele). 
2e —d, 2 —ced 9 — d* 2ed — d° 
Ber Vi s ze En | VR cd! 
(ore 5 Ga” — 12ax + a) 3,9a® — 12ax + 4x? 
Oa — Ax? Va? 6ax + 9x? 4a + 12x } 

















VE VEV EN VED 

Vars. Vars. Vai. Vai VED 
KNS SR 

wr + Os Wa „) 

VERPIVERD VERVE 


Schrijf twaalf termen op van de reeks v/2, W/6, 3/2, .…… 
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oo WE VEV VE 


q 2q 1 q 2q 1 
101. Wm e en 5 | 
VEE WV xP 


Ee dr 
102. Herleid tot één wortel: 3. VIT W 725. 








| a n a ie ae E a dE 
103. [7 HV Ë | X lade 
104. Wat is de waarde van x? — 6x? + 7x + 5 voor x=3 + /2; 
ook voor 3 — 2? 
en 2 3 2 2 pede, 2 
105. (5 Aacd-c®, /„9a°H3aPcac \x Xl Geet. Cd EE) 


UP —? 2ac — £ 2a—c 2a° — ac 














HL DEELING. 


S 35. Reeds in 8 24 hebben we geleerd, dat men het vraag- 
stuk: „Zoek het quotiënt van V/3 en V/5” aldus moet verstaan: 


„Herleid 5 
den noemer (of deeler) voorkomen”; deze bedoeling heeft men 
avbe 2W3—5V2 3V2H2UW 3/5 
0 loy6 FEET 


tot een anderen vorm, waarbij geen wortels in 


nu ook bij opgaven als 
En ten enz 
xx 21 

We zullen in het volgende dus moeten aangeven, hoe men in 
de verschillende gevallen dit doel bereiken kan; ze liggen opge- 
sloten in het volgende schema: 





L. Deeling door eentermen: 
by/ad WabtWVbeH ac 
2cp be?’ Pie San 
ava wab Wie 
Pa?’ Vabe 





a. Deeltal en deeler gelijknamig 





|é- Deeltal en deeler ongelijknamig 
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U. Deeling door tweetermen: 





EN 
adt Vb 
a. Gelijknamige wortels 4 D 
Pat Pb 
8 Ha 
b. Ongelijknamige wortels Vat Wb 


II. Deeling door veeltermen: 


adh Ed As 
Enkel vierkantswortels RENATA 


p 


Bij de deeling 4e zal men gebruik maken van den gelijk- 








Vb 
f EO 
waardigen vorm Vp als b deelbaar is op a, b.v. 
LED ELT 
LET sol mek 


anders zal men, zooals teeds geleerd is in 8 24, teller en noe- 
mer met zoodanig getal vermenigvuldigen, dat de p® wortel uit 
den noemer getrokken kan worden b.v. 


nd beiden HE A 
Va V er VS 
Heeft men het quotiënt van twee wortels uit breuken, dan maakt 
men met voordeel gebruik van de eigenschap, dat een quotiënt 
veranderd kan worden in een Dee op kj LAG wijze: 
GG de le eG 
es zE XE zl en: VS VX Vries 


15 qie : x° 15 a’ 15 q' ilt 1 


Wan: Ee —=W x —/ ET FEES 


OPGA VEN. 











8 36. Zeg uit het hoofd de volgende quotiënten: 

1E VOD AERV AO en (LOSSEN AAIS OO ede ee #80, 0185; 

2. W243: 127; 6W96:6V/24; W192:2W16; 2/750:7/3. 

3. Vije: W2fos WShurW3fea, W2for/1/a;  VlA/5: 24/35. 

EREN 2 OKER LDD Ge DOED EZ WES 
Bae Tar 


12 


5. PW54e': 2e; Pab ed: Pabd; P/16x: W128x°; 
WA: kW. 
6 ES ON OE CEL 
VS AVANT OE ETC NTS 
a: Va: PV; at: Var!; Eat 
DIS VSO ER RAN ROD: 
8. wab: (WZ bea bna Denm abo)setleaben: 
pq: Vpq"”*. 
CR A EA eo en A Ae RRA goe Ed 
1050D VDE PAD CHI CE NC ROSAS V2:p/8. 
Maak de volgende deelingen: 
id Alseen PL00, ‚ W30pg:W12pgr ; 31/2 Wab: 2/3 W27ab?. 
12. 4l/2P/25a:2,7P/5a’; 0,1 P3x:0,01P/4x°; 2a Wa: IP Wa. 





13. va det Va 8 Va? nig var 8 War? 5 var. 
TARA Ker A2 EVA TSI PAC TAO 
15. W2m?n:P/2mn°; Woef“: P Oef s/12p2 ei 85. 
16 12 pq. Alf p/a, 2 ECH 4 Wax 

_ 4lfapq' SO HEN td Sal 
17. Pax 30 Vcx _V14xy abe 








Wax 5e? i P'28xy? ’ WT 


On 022 B ROR EDR 
18. 13/57 ‘26 ir ad 3V 5 TV Ve 











1e. Wiler: Li: sja /0,064a°: 10. 
le ok A4 EO V ap 2 p? 

Ae ae) 16pq An JOD 
DONA OST jier. Daar va 
21. Va: Vb ; Va: Vb ‚ Var? : br, 


n n n 2n 
22. beVab:bVarier Seb atstbrsr 5 Bg Sb nst. 
T5lg Wx: (25/2)? Wx. (mn). 


5 5 mn° n+1 n 
23. Vmne'p? 5 W pig’ vVarxn! War-lxr-?, 
ola | 25 1/3 


24. 





BE EEN een a evn kn 1 
Wat yvi/2’ W3 21/3’ ls W35:(2W5 34 5). 
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25. sW1/2:(3W2— WI);  1W/e: (32 A 51/8); 
17 W2 
VIa + 0,25 — P/0,0625 
W6t 2/3 6 B 
UW TV E50’ EE B3/2 HW P/20/0 


81/2 — Io 60 — Hs 50 + 3/5 

QA —C a—C (a — c)° 

Eee Vea? 
Ene u On) 

ien 

DT (4 1Ta — ag — 3750 — 2/3 AL 
1: (7W/54 4 3/16 — 89/2 — 5128). 





26. 











rf 





DONS A DP 2 (3/10 14/15 DES: 
30. (72920 4 32/45 —5):8B 5; 6 —3W4 — 4): W2. 
31. (134 — 39/64) : 1 34°; (3/20 — 20 + 2V/15—4V/5): 10. 
32. (13P/4b — 1/4 P/ 1062 + 26°) : 3/05 5 HV 5l4 N53. 
33. (1 +-Wa— 22 + 6a? — PaP): laB/alt; 
Vp IE HIW 
zui Ol OE 
> 3W5xy—-x5y’ WX Hex Wx 
| 4a Wa 
Ve Ee De Ì 2/20 V8a— W2a + Ee 4? — L 2 





SL 





S 37. De deeling van een getal door een tweeterm, bestaande 
uit ongelijksoortige wortelvormen, berust geheel op de merk- 
waardige producten en quotiënten: 





p ___pWVa—Vb) ____plW/a—lb) 
PRELET Sn AEN 
EO APE Pab 0) 
Rd (Pat Pab b) ajb 


NELE En E 
BWT WE es wordt behandeld als Wa Wb 
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Alleen met het eerste type zullen we ons bezighouden; der- 
gelijke vormen komen herhaaldelijk voor in de meetkunde, zoodat 
de herieiding van die vormen door en door gekend moet worden. 


OPGAVEN. 








1 Ì E 4 ® 7 7 3 , 
EEN EN AE er 
RA GR ONE Zen 


Bek NTA AEGEEN)  D 
Tl diel ZES AIN 
3W2 HI’ W5HWV3 3-5 WT W2 
3V5 22 TW5—3 1—-A4V5 2422 
25/18 ’ WIO—/2’ 623’ 6456 
5 V2-/3 V5—W3 24323 
UV — IIa’ 23 Ns + WaWa’ Wap — 23/35 
en Sn 
2lsVSlg + 1/2 1/5 
g. VATa, WOWe, V3at2x, pgtqVp, 
Vxa’ Vb We V3a—-2X Wpt-lgq 
7 Xyp, m° WVx4— 2 WeEeFlce 
EIO Aen A CAN An ol VEN AD Werie 
5 BAE AGED VAE ied 
EEA le We VTE 
Wict2 dt Ze2 
Vol NE 
VEE VAE 
Wettge xy Wey 
Want =n. 3Va—2Wal 
WinWin NN RE 
Herleid de noemers eerst tot tweetermen en maak ze daarna 
rationaal: 







































































2 15 25 
OTA EEA EO AT 
4 





VAi 


Cia) 

EINE 27 en 
VAE [71322 ALEA AD 
RR 
WV 10 + 4V6 

Als de noemers van breuken, als die in Nr. 10 en 11, niet 
tot enkelvoudige tweetermen te herleiden zijn, dan kan men als 
volgt te Bi gaan: 

















Ile Gete 112 (7 — 5) 
VAES oe En 


2 aes 
VEE ip Vm Tv 














TO 
























































BE oes io 50 —10V5. 
Herleid aldus de volgende breuken: 

OMME Ene IE EE 
NLG NAD AGED MV OENE 
13. Wand dn AA on 

VEN VEEN VAE ENE 
Maak ook de noemers der volgende breuken rationaal: 
EE Ze 
Voie nd nr OE 12 
ROME ellie ONZE ee valle 4 
742 PWI2-1’ PW25 HWA 225 
ve Ee 
7-5 2-6 WIT PW 1 
VA Beesd 055, 
Pa WabtPE PPA Wp Pe 
_ Wat Pb P3t @2 
WEA Wob Wb WOP PA 
ig. WOW WA, WI + W2, 


POF WO WA WIW 
Wp Wg. WP tpi 
Ene WE Alk 
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19 UD ON VR 
Wa—-wb’ Va Wb 1x xy 
DE PE 


4 am AM een ARE gn dr 100 
S 38. Wanneer de noemer drie of meer termen bevat, waarin 
geen andere dan vierkantswortels voorkomen, dan kan men door 
herhaalde toepassing van (a+ b)(a—b) —=a? —b?* de wortels 
(in het algemeen) één voor één doen verdwijnen; de eenige vraag, 
die zich daarbij voordoet is, hoe men door doelmatige keuze 
van a en 5 de herleiding eenigszins bekorten kan; een noemer 


V2A-WV3H5H-/6 kan men nl. beschouwen: 


le als: W/2 H-/3) + (W/5 + W/6), dit geeft: 

WAZ VAS) re VAD On ie O0 
2erals.n (Vazen) ete Vee EO ROLES ECT 

(A2 VA VO ee AO ant nk 
3e als: W/2 4-6) + (W3 WS), dit geeft: 

Cr Ai ni (En nl Ae HE 


De laatste combinatie zal men dus kiezen. 


21. Welke zult ge samen nemen, als de noemer, die rationaal 
gemaakt moet worden, is: 


a 35-22, b. W2HW3HWV5, 
C. 14/32, d. 53-27, 
Bd Vn VOA Nn Ve et VD 
2. WIOHW5HIW2H5, A. 14236. 
22. Kunt ge viertermige noemers bedenken, die met 2 herlei- 
dingen rationaal worden? Welke bijzonderheid kan zich nog 
meer voordoen, dan dat de meetbare getallen wegvallen ? 
Herleid de volgende opgaven tot breuken met rationalen noemer: 











1 l 4 
TEEVEE VIA Wa NDE 

A 3 % 23 
AVE DAVAS A) EDA An De 
ne 1 V2 3 . 


Evean von. 
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S 39. Wanneer deeltal of deeler, of beide, imaginaire getallen 
zijn, heeft men de volgende eenvoudige Kn 


rs Dan ZE= Eje Pp__E/P ere 
VE WA Blan m8 — US 


Vp B 
VA or TV 


moet wezen met het generaliseeren van regels, die gelden voor 


W p, hieruit zien we, hoe voorzichtig men 


ROO 
rekenkundige getallen; zin Vz geldt nl. wel, als a of als a en 


b beide negatief zijn, maar niet als a positief en b negatief is; 
daarom is het steeds het beste als volgt te herleiden: 




















1 20 Melsele —_V/—l14  ËV/I4 2 NE 
ae no 
Ol nt Ola en| RE Ee 
29 6 [Eenh d 
/ 
BBE bn En ENT S ad Eee 
—lh/ 5 en 5 5 
Herleid nu: 
ae ik 
ene ze epe 
27 ID We KO DA IRT 
ST V2 VAV’ Ve 
Vd Vc 





Vd’ Vd 


og. Ve npe og Ve OVS bk. 
V=û PD vg’ A 

















ne EN 
EUWE 
ao mer dS e l Ghad ED A end a AU 
| VER WED EER, 


VA2—W18 IW B 


ETE Ten TE 
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WORTELTREKKING UIT WORTELVORMEN. 


S 40. We hebben er bij de herleiding van wortelvormen reeds 
op gewezen, dat de worteltrekking uit eentermige wortelgroot- 
Pp 
Lartespd - 
heden geschieden kan volgens de formule VWa=Wa; hier vol- 
gen daarom slechts een paar voorbeelden en eenige vraagstukken: 





Valvreleien as. 
V, ee 





V en ite EE ek 24 24 
Vr WW REV I= ENE. Vr xs. 
De laatste herleiding is het meest geschikt om het snelst en 


zekerst groote vormen te herleiden; men heeft blijkbaar slechts 
na te Baan van welke An een letter den invloed ondervindt. 





VT Zn wa. Vb. Za Vb. Vit Den 


afst Glee? —= osb”. 


OPGAVEN. 


had 


Zeg uit het hoofd de antwoorden van de volgende vraagstukken: 
12 





B) Ee 6 Een / 4 et / 5 Pr 
1 Wvo WvS Va; | Wx; | We 








Ve lagen Ne We ee 





2 
3. lay a Dd a; Ve ae; Ha Deen / FWE Vaer a. 
4. / a Wi b; Ín ab: Vesa: ln VA a°b?; Voen Wir 


79 


Wh W ab; 7 VER. es Wa Was 
Ws 


Schrijf de volgende wortels als één wortel: 


3 


EET oge I/ nan 
6. abVab VAT a Ves VC. 


re Ef 8 


level ere, Vaca ae 
7. FSV abe aL; — abe) ab ab? 











8 3 


EEn AE engte 
Vo Vats V abs; | I/ox Va zl XV Ve 
BEER 6 
ave x Vee Vz Tux VE | ER 
JES Allie ine a En Dn ERE 
10. Vz: 1/5 Vel À, Vlavae vaa. 


S 41. Bij de kwadrateering van tweetermen doen zich de beide 
volgende gevallen voor: 1. de vierkanten der termen zijn ongelijk- 
soortig en kunnen alzoo niet tot één term vereenigd worden, b.v, 
WaH2VbP=at4bH4Vah: WVxltWyP=r 
y2W xy —y; (20° — Vb =av2 Hb — 280°b? en 
20. de vierkanten zijn geheel of gedeeltelijk gelijksoortig, zoodat ze 
uit de som niet direct kenbaar zijn, b.v. (W/5 + W2)° =7 + 2/10; 
AVa Derde; V/3ta-Vi-o'= 
AT EE 

In het eerste geval wordt de wortel zonder eenige bewerking 
gevonden; in het tweede kan die gewoonlijk eenvoudig uit het 
hoofd bepaald worden; immers (Wa +4 Wb)’ =ad-bt-2Wab= 
p+-2Wqg, zoodat omgekeerd, als in het kwadraat de coëffi- 
ciënt 2 voor den onmeetbaren vorm staat, q slechts in twee 
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factoren moet ontbonden worden, wier som p is. Hierbij zij 
men indachtig, dat men steeds twee antwoorden kan krijgen nl. 
den positieven en den negatieven wortel. 


V6F2V5 VIT en 5 
Wy418Vy8l=Wy 0 en —Vy—9; 
VAER er Se 
W9—6xVx=3— xe en xx —3. 











We zullen ons hierbij houden aan onze afspraak: Neem steeds 
den positieven wortel, hier bij het 1e, 2e en 3° voorbeeld dus 
W5H1,WyOenW6—1; bij het 4e dus 3 —xV/xals3 > xx 
en VX IrAIST Nerd. 


OPGAVEN. 


S 42. Zeg uit het hoofd de antwoorden: 


13 
De 


heh ae Ad 


VH 10x H 25); V(Y + 18 481); W(121 4 22mm). 
W(O9 —12xVx 4x”); W(Oe + 42e + 49); 

V(16 — 40yP/y + 25977"). 

V(x—24V xyz H144p2); Wm p/m? —26P/mtn*-169nP/ n°); 
V(l/2a + 2Va J- 2). 

VEH +0). Viet tt 


VA Hatb+2W abt 2). 

PARTEN ATEA EE 
Wi5+2V56; W6— 20; W54-V24. 
VAE) WitHav7; W8—4V3. 
WieFava1; W32—-4V55; W30—10V5. 
WassoVais Wx2Vj ==; VAW 
VrrraVr Versace) Vas 
Wax AV — 7. 

Vree Vinne Va-2Vi=; 
VELD VOE 
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We hebben gezien, dat het worteltrekken uit p + 2W/q zeer 
eenvoudig is, als 2 de coëfficiënt van W/q is; is hij dit niet, dan 
herleide men als volgt; op deze wijze vermijdt men de breuken: 

WA 15 =| 16 — 2/60 = !/2 (1/10 —W6). 
W 2 v5=la/ 9 42/20 =l/2 (W5 +2). 
WAV 3 == Is 39 — AV —= 1/3 39 — 2108 = 


























1/3 (6 — 3). 
Pere Z54 Si VAB) = 
LE eeN 
Herleid nu de wortels: 
AAA WB ZI; VOET. 
Were PATA EDE VI — NS. 








14, WB Hi3V6; Wie + Io/3a; 5 — Ir 21. 
| Als de vraagstukken te moeilijk zijn, om uit het hoofd te 

worden uitgerekend, dan kan men met voordeel van het volgende 
hulpmiddel gebruik maken, waarbij het tevens onverschillig is, 
welken coëfficiënt de onmeetbare vorm heeft. 

Stel Watble= ry, dan isa db e=xdy2 xy, 
waaruit volgt: #+y=z=a (I) en 2W/zy=bl c (II). 

Want b/c == (Xx H-y—a) +2 xy, 

dus be =(X Hy — a} +4(X Hy —a) lW xy + 4xy; 

nu kan een meetbaar getal b*c nooit de som zijn van een meetbaar 
getal (Xx +-y — a)* + 4xy en een onmeetbaar getal 4 (Xx +-y— a) W/xy; 
de eenige mogelijkheid is dus, dat de onmeetbare factor xy tot 
coëfficiënt heeft O, zoodat x +y—a=0 of xX+-y=a, waaruit 
dan door aftrekking volgt bl/c= 2’ xy. 

Voorbeeld: Stel W 417 IVA PER dan els 

AIT — 2722 =xdy 2 xy 











head x° + 2Xy + y° —= 173889 
Zelk Axy == 147968 
af 
XxX — 2xy + y= 25921 
ane LOL 
xy =417, 


waaruit volgt x= 289 en y= 128. 


W A17 — 2722 =| 289 — 128 = 17 —8V2. 
P. WijpeNes en Dr. D. pe LANGe, Algebra. II. 7e druk. 6 





82 


Herleid nu met behulp van bovenstaande kunstgreep: 
15. W75—3W06; W/46 — 3/20; W28 — 5/12. 
16. W 4/2 22; W 92e — UW'2; Wize — Ia 2/3. 
17. Wil H7W3;- W174—-26V/5; 147 —22/26. 
18. W3H 22-205); Wb —2(b— Ce); 

Wp—242(p? —2p— 15). 

LOPE AOL VD: W8—2/3; Vo 0 
20. WW 62/3; /30— 106; VASE ZE 
































Uit de laatste voorbeelden heeft men gezien, hoe vormen van 
de gedaante W/a4/b+|/a—/b ontstaan; heeft men dus 
omgekeerd dergelijke vormen tot eenvoudiger wortelvormen te 
herleiden, dan zal men moeten kwadrateeren b.v: 


x=W3HV2W3-V2 y= WTS 
2642 (32 (3/2) | yt=14-2/ (7-35 3/5) 
x—=6H 2/7. idd We A 0 Sed (OR 
x=W6H2VT. y=-=V10, want de aftrekker 
overtreft het aftrektal. 
zb 232-523 2 
Z=l0—2 25 (23 — 2) 
2=10—2W 1 H4/6 
z=10—2(8HI/3) 
z=10—4W2—23 
zm 10—4V2—2/3. 
Herleid de volgende vormen: 

21. 52/52; WT WTA. 
22. W6H2V5—- 6-25; W14 6/5 14 H6/5- 
23 Wis lais VAST Gn: 
24. WI4WOH4V5) — 5-0 +45); 

W64v15 361543. 
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WORTELTREKKING UIT VEELTERMEN. 


S 43. In 8 42 hebben we reeds den wortel leeren „zien” uit 


drietermen; we zullen ook bij veeltermen, hoewel met wat meer 
moeite, den wortel zonder eenige bewerking kunnen vinden, als 
men slechts denkt aan de bekende ontwikkeling: (a +-b+-c} d)}?= 
a° + 2ab + 2ac + 2ad + enz. We zullen zien, dat, als bij de 
kwadrateering geen gelijksoortige: termen zijn bijeengevoegd, de 
bepaling van de termen van den wortel en van het teeken dier 
termen evenmin moeilijkheid oplevert. 


Rl Jean sh, nh es 


OPGAVEN., 


VOE 2xy Hy + 2XZ HZ H 2). 

V(1 — 4b + 4b° L 2 — 4by + py”). 

VI + 6s + 2 + 95° + Ost + f*). 

V(9 + 6m + 48n + m° + 16mn + 64n°). 

V(4a? — 4ab + b° — 4ae — Aad + 2bet- 2bd + C° H-2ed Hd). 
V(t/ga’x* — 4/zabx?z H8/za°bxz? Hb°X22— 4ab°xz3H4a°b2z*). 


xXx _Amx Am? 6ax Oa? 12am 
VE et ) 


y ny n Cy Ee cn 


Ap* Amp , m° 12kp © 6mk 7) 
Vlg 5ng zB n° DU a nz He 

4” a° 16a 6ac 9a° 16c? 
Vi TA AEL En 


Oc? CX 
4b° Abc c2 ) 






































25a? 5C 
We nanne 5a? AIAS 


WSx*— 2ax? + (a? + 462) x° — 4ab?x J- 4645. 
Vta*4-(4b — 2e) a° + (46° — Abe + 3C?) a+ (4bc—2c?) ac}, 








S 44. Zijn er bij de kwadrateering gelijksoortige termen 


bijeengevoegd, dan kan men den wortel terugvinden, als men 
bedenkt, dat: 


(ad-bH-et-d) =at + 2ab + 2ac + 2ad + b* + 2be + 


1 bd A 2 H 2d + d?, 
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of wanneer wij op een andere manier rangschikken: 
(a d-b Hed} =a? + 2ab + b° + Zac + 2be + C° + 
J- 2ad + 2bd + 2ed + d° = 

—= a? + (2a + b)b + (2a + 2b He) Ce + (2a + 2b + 2e + d)d. 

Hiermede kan men nu een methode afleiden, om den vierkants- 
wortel uit veeltermen te trekken, die naar opklimmende of af- 
dalende machten eener zelfde letter gerangschikt zijn. 

Zij b.v. gevraagd den wortel te bepalen uit: 

Axt — 12x° + 5X* + 6x +1. 

Daar deze veelterm van den vierden graad is, is de gezochte 
wortel van den 2en graad. Deze moet dus beginnen met 2x°; 
het kwadraat van dezen term kan alvast worden afgetrokken: 

WV At — 1228 522 J- 6x +1 == 2x? 
4xt 
— 12x° + 5x° + 6x +1. 

Bij het kwadrateeren van den wortel zal het dubbele product 
voorkomen van 2x? met den tweeden term; omdat dit de eenige 
term kan worden van den derden graad vindt men den volgenden 





term van den wortel door de deeling ee =— 3X; natuurlijk 


moet dan ook (— 3x) (— 3x) worden afgetrokken. Evenals in 
de rekenkunde schrijft men dus het dubbele van het gevonden 
deel van den wortel links in een zijrij en verder laat men een 
open plaats voor den tweeden term: 
W4xt— 1228 + 522 H 6x J 1 == 22? 
AXE En 
— 12x° + 5x 
(4x? ) ( ) = — 12x%. 
De tweede term wordt (— 3x); men schrijft dus zoowel tusschen 
het 1e als het 2e stel haken — 3x, vermenigvuldigt en trekt af: 
Waxt — 1228 +522 4 6x + 1 = 2? — 3x 
Axt | 
— 12x° + 5x? 
(4x? — 3X) (— 3x) = — 12x° + 9x? 
— AX? HJ 6x +1. 


3 








85 


Blijkens de formule hierboven (we hebben a? + 2ab + b? af- 
getrokken) moet nu c worden bepaald door weer het dubbele 
van den eersten term te deelen op — 4x’; we zetten dus weer 
het dubbele van het gevonden deel in de zijrij met open plaats 
voor het getal c: 


VAALS EE 6iett 12 IX 











4Ax* 
— 12x’ + 5x? 
(4Ax° —3X) (—3X) = _— 12x° + 9x? 
Oe AEG 
(4x? — 6x ) ( ) De 


Het blijkt direct, dat dit getal — 1 moet zijn; de geheele be- 
werking ziet er nu als volgt uit: 


1/4 = 12x° + 5x? + 6x + 1 = 2x° — 3X — 1 














4xt 

— 12x° + 5x° + 6x + 1 

(4Ax° — 3x) (— 3x) = — 12x° + 9x? 
— 4x° + 6x +1 
(4x° — 6x —1) (—1I) = — 4Xx° + 6x +1 

0 
l° Opmerking: Het is zonder meer duidelijk, dat de gezochte 

vierkantswortel ook: — 2x° + 3x + 1 kan zijn. 


2° Opmerking: We moeten er nog op wijzen, dat men boven- 
staande bewerking óók wel uit het hoofd kan verrichten; merk 
dan op: dat de eerste term 2x? moet zijn, de laatste + 1; zet 
dus alvast op 2x? — 1 (van — kan men een + maken, als 
het noodig is); omdat de term met x° is — 12x° is de tweede 
term — 3x; die wordt er tusschen gezet; de eerste macht wordt 
dan 2(—3x)(—1)=6x; dat komt goed uit. De wortel is dus 
2x? —3x—1 ten minste als de tweede macht van x in het 
kwadraat van den wortel 5 tot coëff. heeft. Moet men dus b.v. 
bepalen / 4x° — 12x° + 5x* + 22x° — 23x? — 8x JH 16, dan kan 
men alvast beginnen met op te schrijven: 

2x° — 3x —..Xx-—4, waarvan de beide eerste juist zijn, de 
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beide laatste nog niet; xt krijgt tot coëff. op deze manier eerst 
9 van (—3x°)’; omdat er 5x* staat moet het dubbel product van 
2x met ....x gegeven hebben — 4; dus komt er werkelijk — x 
en dus is het laatste teeken, dat voor de 4, een +, anders toch 
kon de voorlaatste term van het kwadraat niet negatief zijn. Er 
komt dus uit 2x? — 3x° — Xx +4; men moet nu de coëff. 22 en 
— 23 even narekenen. 


OPGAVEN. 


Bepaal de vierkantswortels uit de volgende veeltermen uit het 
hoofd: 


1. W(O9xt + 24x? H- 10x° — Ex + 1). 

2. W(mt + Am? — Am° — 16m + 16). 

3. V(4g* — 4q? + 13q° — 6q +9). 

4. W(4Ict — 14ac? + 15a°c — 2ac + af). 

5. V(4x* — 12x°y + 25x°y* — 24XxyP + 166). 

6. w(16a* — 40a°b + 254°b" — 80ab’x + 64b°x° + 64a°bx). 


+ TTE 20 0 BME 4 | 
ik / TET et xx +16) 





bene 
8. Wx —6xt + 4x? + IX — 12x +4). 
9. W(1—6PatH15}/a° — 18/0? +O9p/a*). Stel Pa =p. 
10. W(4— 12 XT HJ 24X H 16Xx/X). 
IL WP HAI PAAY ZPK HH VPL): 

2 6 A 5 

12. V(pPp— 209’ pg + ld 5 2 pia 20 > + qP/7°). 
13. Vixt +2 (mn) 2x + (m° + n°) x° — 2mn (m + n) x4- m°n°), 
14. Voor welke waarde van a is x* + 6x° + 7x° — 6x +- a een 


volkomen kwadraat ? 


15. Voor welke waarden van a, b en c is 
Xx BxP + axt + bxB Hex? —44x H4 een volkomen kwa- 
draat ? 


S 45. 


10. 
UE 


GEMENGDE VRAAGSTUKKEN OVER 
WORTELVORMEN. 


1. Zoek de waarde van 


dee 
3al/ 3ab +46 — 2bel/ a° —3b — 12e voor a=—3, 
ORG 


Vermenigvuldig: we EEA end Ade va)lwe Lie be 


en verminder het product met 2,4: 1/1095/a°. 
51 

V5 13 in 5 decimalen nauwkeurig 

alsspeuweetn datif4D.— 2103007 

Herleid: (2/24-V 3) (3V/2—WV/3(3V/3—2) 25 / 


Herleid tot een breuk met rationalen noemer: 





Zoek de waarde. van 


V3HV/2 
(A32 








Wx 2 
VAD 
Vi2ers. 2 13 








Eveneens: 








AEN NANA 

Herleid: W/5 —V2) 21) W5 HW) W2—1); 
Pagter Z5 

Pae AAT A00: 

WWB 3223 

3W2H2UW/3 32-23 

Deel 6x (x—y)W y— xy W/6x door 2xy/3 — 3 2x. 

Bepaal: V(25x + 10y/x + py? +10 Xx + 2y +1). 

Bereken 54-3W8—7V6 43/24 —W 31 — 10/6 in 4 

decimalen nauwkeurig. 








Herleid: 
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13. 


14. 


15 


48) 
17. 


18. 


ZUN 


21. 


es, 
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Herleid: et VAE): 
WEP dy xj 








Onderzoek of zl een wortel is van de vergelijking 
9x 3 HA PIX HEI. 
eee 
Bepaal: v/(x + X°y + 4 ) f +15) 
Wa dx Wax 


PXI 
“3x 
der ontstane breuk rationaal. 
Herleid: w/45 + 75 — AV 1/25 — lôfs /T— 2/10, 
COSSXRENE USO DELIG 
Ep LA AEEA ld 13: 

Schrijf zes termen op van de volgende reeks; elk volgend 
getal wordt uit het voorgaande gevonden door met eenzelfde 


getal te vermenigvuldigen: 
Ie Tee 


en maak den noemer 





Vereenvoudig 1 


Bereken ook den 13°" term. 
EOSSCRVEEN KRO DEUI 
xy WVz=26 3 
Wx zb. 
AX —z=0. 
Herleid : 
Vr 
Wix tE 
| VASTE 242 


| 
a V1 == 
Herleid: 4l/147 — — — 315 — 21/3 en verminder de 
eel 
31 WV3—1 
Ontbind in 2 niet-imaginaire factoren van een tweeden graad: 
Kol Oe enten 











uitkomst met 41/2 


Sf 


24. 


Zer 


26. 


AT 


20: 


29. 
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Schrijf zes termen op van de volgende reeks; elk volgend 
getal wordt uit het voorgaande gevonden door met een zelfde 
getal te vermenigvuldigen: 

l 




















ER EAR atas 
ve Vitor e wt 100 ie 
OD uit: Ë tool == ook uit (rn S 2) ne 
ne ers | 
Herleid tot de eenvoudigste gedaante: A: JEL 
vx 
Zoek de waarde van: V2mnty JE VW 2mn—y El als ge 
W 2mn + y —W2mn— 
: 4Amnp 
voor y substitueert: — : 
d PF 
Los x,y en Zop uit: X—yt2W/z=6 5. 
Vx En Vy mer v2. 


(x, y en z zijn meetbare getallen.) 


Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 


( EE ed oee k 
Viia Var Wei Vrt 


HelROD 








2x — Xx st 1 1 


6( 








HEE} 30E) | A33 3) ADE 3H 3x H/3) 








30. Herleid: a) PAS Vide Wie VAER 


8 


O2 








b) dal Ze (EAS 
Vondel Ee Ar 
Deel: T/x10p° — 2 Xp? — Sax pe + 3/2x pz pa —r_— door 


Wxy — S/n xt. (Stel P’xen P/y opv. pen q en he dan). 
Schrijf acht termen op van de reeks: (zie nrs 18 en 23), 
A 2 LO 

Schrijf ze alle met plusteekens er tusschen en vermenigvuldig 
die reeks met l/2//3; trek daarna deze reeks van de gegevene af, 
Hoeveel is nu de som der reeks? 


33. 


34. 


JO 


Je 


37. 


38. 
39. 


40. 


41. 


42. 
43. 


44. 


45. 


46. 


47. 
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W34v5 
VAN TEE 
Rangschik in volgorde naar de grootte: V/2, ®/3, #4 en 1/5. 
Eveneens ®/5, #2, W/3 en W/75. 


9 ge ENT ed PPE 
Herleid: Vet ze A ESE dE ER 


VASE AT PAGET SEEN 


Vd it ag VE aj ee voor x= a*+9. 


Vermenigvuldig DE Es ge (1 + Xx) —V/3Xx met 


VS Een A 


Vul in: 1/o(5 4 VT 2/53 == 415 =40V in 
Bepaal: W/fa°xt— 4abx? + 2(26° — 3ac) x° + 12bex + 6e? 


ek U 
Vul in: Ë are en Ee) Vs + 10/3. 


2 Jd 
Vind de waarde van // of AE ae alsa:b=cd=e:f. 


Herleid: ve 
Vermenigvuldig: 35/10 +- 77/2 +633 + 28/15 met 
WIO—/2— 3. 
Vereenvoudig : 

2WaX 3 Aden 
SVE ee AE 
Eveneens: 
NC ld A (ap en dE VE mp EEE 
ARC et hen rl (litrAKELn lN d AR 
Ook nog: 


1 l 
16 —2) er FZFVa Vs) 


23 ee 
Do De 





Bepaal in drie dec. nauwkeurig. 








Substitueer in 














‚ bewijs dan, dat 4y = x +1. 
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RON (WES nee) (AOT 2 (OF IEI ED (A3). 




















Vul in, 
49. Vereenvoudig: 
VEE xy Kle 
BORREN 1 Ave X En Er Phn 217 He 
VEE JAP VCE 4 Beh) 
50. Ook: 
Qq) xl 
Vel dn 
Dl asid 


x-1 
ON el ee Wx—t 
Ls | XI 
zE Vit 











51. Ontwikkel de Koser vormen : 


alseen VA Va mr EE TJ 
Le d 


2 
52. Ook: p/ [ay vlo gl): Wo) et. w0 
53. Vermenigvuldig: 


Igu/u — Iro Vv H- Uigv/ u — Iforv/v met Wout Iv. 
54. Deel 1 —W/x—2xH2xi/x door 1 — Xx; 
6 q? 6 _q 1 6 1 
En Eel Di door Vana (Zare 
adbt-e—3P/abe door Pad Wb PC. 
Bij deze vraagstukken stelt men /x=p; Wa=p, We=g; 
Hen Vr Ne 
55. W(Oa** + 24aP*Ch* — 120P*b* H- 4D HJ 1606 — 166%). 
56. (arm 2amt Zg? H 223 qm). 
57. V(a?my?n te 10q2m 2x? — Gary! En 5gemtgnt2 
— 30ar xr? L 9a°x°). 
58. Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 
(st x Ve 3x | ee) Ee zij CX as) 


CNE Ge Ge CH X je 

















59. 


60. 


61. 


62. 


OS 


64. 


65 


67. 


68. 


69. 
70. 


02 


eta dtas KE 
Ens VOV VAO ED, 





4 
V 127 Re VATE SOD BT IE 
150°b 1% 84°b?Cc t_(35a°c? B 75° c)° 
ra Á 49 12° a). | 1256? W/c' | 
Herleid : Axa Vxal sa DAE 
Vara Varda“ Varo 
Bepaal d de van eg Gl Ì bsti 
paal de waarde AET __ pg’ Als men substi- 
tueert: a=V/2 +1 en dn 
Bepaal het EEE van: 

1 V2x x— Xx EN | 
VES TE slk de Ee 
Vereenvoudig: 

B OER AAE fen VESTE: 
sc HDD © Var 
Ook nog: (W3/2 — 2/3 W2/3) : (W6 + W2/3) en 
3V2—l1 
Vis 153 200: 


Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 


W 2x + xy —6y?. W 3 4 5xy 2. W 6 —1 1xy-3y? 


Herleid: 























2 


























en vind de getallenwaarde voor xX=3 en y= —l. 

Onderzoek of x= — 9/4 voldoet aan de vergelijking : 
Xx er nt Ha 

Vz | an 11; substitueer ook x= 2/15. 





Bereken: W/ 2 (p — 1}? + (2 — p? + 2p — I)? 


2x — 1 2x +1 


Wat is de waarde van Genee es voor x=p3? 


ONEIGENLIJKE MACHTEN. 


S 46. Vroeger hebben we als bepaling gegeven: onder een 
macht van een getal verstaan we een gedurig product van een 
aantal gelijke factoren; zoo is a*=—=a Xx a Xx axa. De exponent 
4 geeft het aantal van die gelijke factoren aan. Blijkbaar moet 
deze exponent een geheel rekenkundig getal zijn. 

Toch heeft men in de algebra ook vormen zooals a”®, at?, 
a*t, a° enz. ingevoerd. Dit zijn dus geen machten in den eigen- 
lijken zin van het woord. Men noemt ze daarom oneigenlijke 
machten. 

Wanneer we af door a” deelen, dan weten we, dat het quo- 
HONISTO ERIS MI NIS ZOONSID VENOSA U Passen we 
deze bewerking echter ook toe voor het geval, dat m < n is, b.v. 
op a°:a?®, dan zouden we als uitkomst a? krijgen. De beteekenis, 
die wij aan a-° zullen geven, moet zoodanig zijn, dat we de 
uitkomst van de deeling a°:a® krijgen. Nu is 


Gn! 
B mkat 
— BROS Bal 
a” moet dus hetzelfde beteekenen als DP Evenzoo is — — 4 mi 
a° 
A —, We krijgen dus de volgende 


5 bd „. …. | Ld Ld 
Bepaling. a”? is een andere schrijfwijze voor : hieruit 
a 


° 1 ee ee P gs q n 
volgt direct: SE = a”; ook blijkt dadelijk, dat nl == Ee 
a 


In tegenstelling met de negatieve exponenten gebruikt men ook 
positieve exponenten. Zoo beteekent a** hetzelfde als a“. Dus: 
atp is een andere schrijfwijze voor ap. 

Deelt men a” door a” en past men weer dezelfde stelling toe, 
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dan vindt men a° als uitkomst. Daar echter a”: am =—=1, hechten 
wij evenzeer aan a° geen andere beteekenis dan de eenheid. 
Evenzoonissh IME 

Bepaling. a° beteekent niets anders dan de eenheid. 


OPGAVEN. 


S 47. Wat is de beteekenis van: 

TO as Oe: bo: Dares b. 

Dn Dn 3-1; ab? abt. 

Sr De Oe 0 (a —b). 

Ae aidan Oe Aa er) ne RRC OEE EU Oien. 


Schrijf als machten of als producten van machten: 








Ien 
ROG en (et OAD 2 RO 

6 Ok ROD Oe Oi 
PDC DEE ane (Call): 

„ & a. ablatb? ppt) 





362’ pq’ ecd(a—b)’ rs(p—g} 
8. Hoeveel is: 
TOON 2 ES 
9. Schrijf als machten van 10: 
1OOO eetl OO samet Oss ORO OE 
10. Schrijf als machten van 1/3: 
107 vam o ARS TKO TE RAS 
S 48. Bij de herleiding van wortelvormen hebben we gezien, 
dat Tar SE OM EO eN ZI 
We moeten dus den machtsexponent deelen door den wortel- 
exponent; deze regel geldt echter alleen voor het geval, dat de 
deeling opgaat. 
Passen wij echter denzelfden regel ook toe in het geval, dat 
de deeling niet opgaat, dan ontstaat er een macht met een ge- 


broken exponent, b.v: 
q 


3 | p 
ra ==ars, Wat ab. 


Daar echter aan machten met gebroken exponent niet de 
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gewone beteekenis te hechten is, moeten we eerst nog overeen- 
komen, wat we zullen verstaan onder een macht met gebroken 
exponent; lettende op de manier, waarop de vorm is ontstaan, 
komen we tot de volgende bepaling: 

P 


q 
a° is een andere schrijfwijze voor a”. 


Na het voorgaande zal het duidelijk zijn, wat men onder 


EE hei LE 
qa moet verstaan: @& EE 
gar P 

a 

at 

OPGAVEN, 


S 49. Wat is de beteekenis van: 
ee HUG MEA ME Srl edi 
1 
2. afsxe; asc; 5ahb; m'lenp”hs; 24": 3y?!s, 


. n n 
3. xy; 4lax; 2layle; Bas; peqs, avab'ac'hs, 











n—l 2 nl 
A. a? Sars x?;s xYsylezd; atlebelsd. 
À 5 En 
Tee Zere edel vrskter iDe 
5: xls’ (2x)23’ 3e” B Te p' 
Ca VS 
al m dend Are len 
ONE zon ma Ae Chanten ans (Oi :0) MCL, 
n 2 n 


1 
3m hn®l; (ar an x)Ie 3 32/s5a3x2 zr : Tmalskxr. 


‚ als—blsc'ls;, xs yllsz'ls; m'le—p'lsq'ha; x5p?/s — pêlsztls. 
Schrijf zonder wortelteekens: 
OEL RT TET KB 2 Vn 
(OL VAR IER WA NO NARE De 
u Wed; Veld; Ware; War; Woar; per. 
LOA L/R Ve; V2c?; wak;  a°b?c?. 
13 Cn EULA — XL ONS W5axt; VAAOSC HOED Cele 


19. 


20. 


fj We 


22 


23 


24. 


Jia} 
26. 


Zi 
28. 


29. 


30. 


51 
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Ways; Wewx3; TW; Za az; 2V pgr. 
Schrijf zonder gebroken en negatieve exponenten: 
Abe Kpn Ld ERS an dl Cn 


mn 
Jhr? yr heils ash eles nen Spas va Re el Oane 
ENEN EE ted ltd Eek ud B UTS 
a’ KT cen” x3’ 202 Xx ci’ 2-3 nl 
a° E | q° dt Cc? 


bn’ x-0’ 3-2 Sj a’ C (a end (om Ne, 


(5 GE): zp ( Er): ARAS 5). 


(apo)? atx ate? dbie ab” 























AE (ach (a) ec pn? Tr xy ?z 
f eee Pe Je nen Aen fo 
l 
rn ee Eon de 
ad-x 2; aldert; (a?d-x)?; (ade) |; En (ER 
Up); Up) ze en 
pig PFP rt 
q° dae x2 m_!le x 
te ten 


Hoeveel is: 
16°; (— 32); 64%; (—64)!3; — 125%%3. 


3 De 
64tles (21/,)2l2; 0,0625-4; PD 57 
2 ik 
Teide ee 8 dl ade donde © 
(32/8) -2ls; Ei 1,728°/3; (0,0001)- 4; Ë 


162 — 642; 4e 4 Gls; 4-35 8-23; 

27-13 — 27!/3 + (— 27). 

8-13 J- 8-2 — 87/3 J- 8-23; 167% H- 16!/4 — 16Î4 — 164; 
25!l2 H 252 J 250, 

3612 J 3692 36%; 27 X 3-2 X 32 X 2-8 L 96 X 24 
18 X 154 X ITI, 

1692 J- 82/3 H 16% + 1253 -- 512% H 100* 2 — 81075 J 16°. 
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BEWERKINGEN MET ONEIGENLIJKE MACHTEN. 


S 50. Bij de eigenlijke machten hebben wij vroeger de vol- 
gende eigenschappen geleerd: 


n= gr bren GER 
KCO Nd bC w. (5) =S 
INT a Var aber a di AAT Deed) 
m al 
UE (a) la VL. a =zaft (x= veelvoud van mm). 


Deze eigenschappen kunnen nu zonder eenige wijziging ook 
toegepast worden voor het geval, dat de exponenten negatief, 
gebroken of negatief gebroken zijn, terwijl men zich bij V en VI 
niet behoeft te beperken tot de gevallen, dat p > q is en dat x 
een veelvoud is van den wortelexponent: 


SEE dh Rien 
IOO DE Vief 
D Das 
derne 
(abc)'le == a'leb!lee!/e | 5 a 
ke re, a \-2l/z a 2lle 
(abc) *ls = a*lsb?lsec ls An it 
Efes a X af =aqa HH V. a?: at —= q-9-10 
alle x alls Xx alls == qlle+ils+/e alle : qile —= alle-tie 
alle x a” Sila xX al le=a2ileH3lls+15/e, q3lle : q° —= a3!/2-5, 
AN lm VINO eea 
(atla)ils — atlexils Evel bikg id ENE 
(On Pae =a7/e:5, 


Voor het bewijs van deze eigenschappen volge men altijd 
dezen gang: Herleid het gegevene tot een anderen vorm, waarin 
slechts eigenlijke machten voorkomen; pas de eigenschappen 
toe, die daarvoor gelden en herleid dan den vorm volgens de 
definities tot een anderen met oneigenlijke machten: 

hon rlr oa 0 U 0 B EN SR VDE 
Lì (abe) _(abeym ambmem qm bm mT 


mits edo nl er 








q qs 
Pp Ui er 
Ee zee qP aPs qs Pps—-qt Pmaer 
KR AAA de en VAD en em ET mf TTE 
var arr 
VAT NLB 
emma jj ( al 


P. WijpeNes en Dr. D. De LANGE, Algebra, II. 7e druk. 7 














p 1 \P 1 { 1 _ mp (-mP 
HI. (am) == Ik an ï mm ST a 2 =AQ dd 
8 PGE) anp aq 
1 
tm | ALTE 
| e 5) EEE en 
À D HRT bx 
Go Fr 
VRO el 5 Al Ee ZAT TP == ax), 
m p 
VL ari De mm | _ lee en 
y die Des AE pn ne 
id, va È War war Pr 
m m. 
== Qq en == nnee 


S 51. We zijn nu in staat vormen, waarin gebroken em 
negatieve exponenten voorkomen, te herleiden, zonder elke on- 
eigenlijke macht tot zijn ware gedaante terug te brengen, daar 
wij deze na het voorgaande geheel als eigenlijke machten mogen. 
behandelen. Alleen het antwoord zullen wij dan moeten herleiden 
tot vormen zonder gebroken en negatieve exponenten; daarbij 
maakt men gebruik van den volgenden regel, die volgt uit Il 
(blz. 97): Machten met een positief of negatief gebroken als. 
exponent schrijve men als een product van twee machten, een. 
met een positieven of negatieven geheelen exponent en een met 
een positieve echte breuk als exponent; meerdere breuken make 
men gelijknamig: 

al?ls belle = alb'atleb°le = ab” a*b°. 
aWebllb San blalebis de blalnb his DPP 

b 
QE 
Ten slotte geven we nog de volgende herleidingen: 
L (attleblil3)-Sh X (ae b°l3)-2 == 

a Dll rl a el Ori 

== a lsb+i x atleh-tls 


able ec Alie = able behe hie = 4 bec? 





== Q°b-!s = b-tbt?ls = 


=| — | 
Se 
— 
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1 Wia (aat =ja (a. alles = 


24 
—= fa. afl st!ls — (a!ls)!ls —= ala = Waak. 


W}8abp [a — 6) ab 
Vi2a (a — bj X WH20V (a? — 6 
Gl }2°ab [(a — b)""a'rb'le}"sh Ee 
__ _$2a(a—b)ls{te Xx }2b (a — b}Ple (a + beits 
2athabla [(a — b)-Vatleb!lefthie 
2leqtle (a — b) 6 X 23b!ls (a — b)le (a + ole 
_ 2lalhb!l X (a — b)“ea!lasblla 
Ei 2Plea!lzb!ls (a + b)e 
= lalabtloa (a — b) le X 2-Yeateb*s (a + b) le = 
== 2 !i2a lab (a — bj le (a + b) le = 
== 2-lalb- ab) (ad-b)- Ex 2 heat labSla(a— b)le(a tb) e= 


1 Le MNP 
Sari EE W 2205 8 (a — 6) 


HL. 























De herleiding kan men ook als volgt uitvoeren: 

De exponent 3 in 2° (=8) ondervindt slechts den invloed 
van W/; hij wordt dus 9/4; de exponent van de eerste 2 in den 
noemer moet wegens het / door 2 gedeeld worden en met 
tegengesteld teeken opgeteld worden bij den exponent van 2 in 
den teller; de exponent 1 van de tweede 2 uit den noemer wordt 
in den teller — 1/3; de eerste a in den teller heeft voor exponent 1/4; 
de tweede 1/4.1/3.1/p, want die ondervindt den invloed van drie 
worteltrekkingen; de a in den noemer heeft in den teller een 
exponent — Î/2; eveneens doen we met de factoren a — ben a+ b. 
We krijgen dus de en herleiding: 

[Ca — 6)" ab)}} En 
VAV FE OZON 
== ly HaAls gil tfaela Gilet llaelg (a — b)liotledle (a + b)- 6 = 
—= 2 hieg Slab a (a — b) Pe (a + b) le. 
== 2 akal Ade rr AA (a° — b°) “24 


1 24 8 8 
TEKEN er 
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OPGAVEN. 


S 52. Herleid met behulp van de gegeven eigenschappen en 
schrijf de uitkomsten zonder gebroken en negatieve exponenten: 


1. 
2 


10. 


11. 


Jae 


135 


14. 


(albe nabi ECH) ree CE laa Ll) ee 
dea en ra ER De A De Om DAS 
DTS ARL 

(oars DEN md pr A8 Nh Ee A reen ed 


GAT (ET ed emmen 


U Clr md EN OLNE COTE 

(a Den XK) ek xmynzi 240-322 ) xd yn —5 

Parle; Pake; Palhblsetl; Washed? 
OE ECT): (CE NS CT RO 

(Sale Be (2x) Ve — Xx) (e + Xx)?’ 36% xXx 16-% 








» GE, En] » 


Bis 828% J 32 
17° x 2? 


gen 
| 5-6 | 25e 4 25e H 250 





3 

3—1s W8i1 X 5x 5; Des X 5e X 5ile + 251 lu X 25 lu X 
X 25!/22, 
Als 1092003 2 hoeveel is dan 1099026 10000 en TOE P 
Hoeveel 10%997, 10130103, 10%,349485 2 

n End 
A rme ae id bm RADE D SK eni 
VAT 
Vywx 


(alex! 3 Wax wy xt 5 Wy x*l3)1s pn de Nn) 


5) 


a8 (Watte pe bi? oale 
pe) (Ser) (me 








Wabe? X (atb? se; 








Zn 


, 


ak 


101 


y3 —3/g yiils xl _ a gb 
() AS | zede TITS a ). 





29. 


30. 


asv Saha. Parte 
hae WaWa e)je 


8 9 

Dn 

19 ne 
Va?b vb 

1 —_l 

mv pare) ° 


(6 H- 2/5) + (6 — 2/5), 
(7 HA 3) te — (7 — 43). 
(37 4-20 3)-!2 — (37 — 20 3)". 





| X (a°b°)"i6. 


(6 — 2/5) — Stes + [(6 + 2/5) — 52]-S, 
[((1/125) 3 — $7 (11 — 6/2) Ue — 22] (28 — 10/3). 
Deel: 21° + 20 — 27a* — 260 door 3a* — 5. 

Ook: 8cr — Bcr + Der — Jen door 5e — ICT, 


Bn And tt G gr 
TEE TEE 
ale 2435 le 1/128y"s 
ae — D had Ij2yln 
en EL ned. Wx? 
nl Ei . +1 
arm EES ben) + 
29 842 
Herleid: DVG VE) VEA EVE ) 
PX 
tot de gedaante: (Xx + Pk 
Oo CEV WO yy) 
Wey 
tot de gedaante: (x°% + p°/7)/s, 
ata (a Pa)jte X (x — at) 
(—a°+1):a/s 





VIERKANTSVERGELIJKINGEN - 


S 53. Bepaling. Een vergelijking met één onbekende, 
waarin de tweede macht van de onbekende voorkomt, maar 
geen hoogere macht van deze, wordt vierkantsvergelijking 
genoemd 

Als de vergelijking zoowel de tweede als de eerste macht van 
de onbekende bevat, spreekt men van een gemengde vierkants- 
vergelijking; als zij alleen de tweede macht van de onbekende 
bevat, spreekt men van een zuivere vierkantsvergelijking. 


Zoo is 
3x —2x=8 
een gemengde en 
Dx 20 


een zuivere vierkantsvergelijking. 

Door de vergelijking op nul te herleiden, d.w.z. door te zorgen, 
dat in het tweede lid enkel O staat, en de termen, die eenzelfde 
macht van Xx bevatten, samen te voegen kunnen wij elke ge- 
mengde vierkantsvergelijking schrijven in den vorm: 

ax + bx J- e= 0. 

Blijkbaar gaat deze gemengde vierkantsvergelijking in een 

zuivere over als b=0. 


OPLOSSING DER VIERKANTSVERGELIJKINGEN. 


S 54. Beginnen wij met de oplossing van de zuivere vier- 
kantsvergelijking. We zagen reeds, dat deze altijd geschreven 
kan worden in den vorm: 


ax Jc == 0. 
Door herleiding vinden we hieruit gemakkelijk: 
5 C 
== 


a 
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waaruit volgt: 





C 
rz} & 
Opmerkingen. 1. Er voldoen twee wortels, die slechts in 


teeken verschillen; beide zijn bestaanbaar als — — positief is, 


dus als c en a verschillend teeken hebben. 
IL. Het lag het meest voor de hand voor de oplossing te 


schrijven: 
a 


Wanneer we echter de verschillende gevallen, die zich kunnen 
voordoen, nagaan, dan zien we, dat dit onnoodig is. Want we 
krijgen de volgende vier gevallen: 


We gd zand TFC 
Heet tam xt a e/s 
deze gevallen zijn terug te brengen tot de volgende twee: 

c C 
tard di en nine 


Het is dus voldoende het dubbele teeken slechts aan één zijde 
van het gelijkteeken te zetten. 

Ontbreekt de laatste term c van de gemengde vierkantsverge- 
lijking ax? +bxJ-c=0, dan heet ze onvolledig; daar het 
eerste lid van ax? + bx==0 ontbonden kan worden in x(ax + b), 
is één der wortels x, 0, terwijl de andere gevonden wordt 





door op te lossen ax Jb =0; deze is dus dn 
Voorbeelden : 
Te 00 5 ENE IO 
x? — 36 =0 A Xl 
D= — 8x° + 88 =56x? — 1512 
ets O == 64x°* — 1600 
64x° = 1600 


NIN 
ie 
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3, x (2x — 4q) = (3x 4 24) (2a — Tx) + 2ax — 4a° 
2x2 — 4ax —= 40° — Bax — 2x? + 2ax — 40° 
23x° + 2ax =0 
x(23x + 2a) =0 
2a 


A Oren EEN 


OPGAVEN, 
Se 55 Eil OG Kr OO AEO VL 
2. foar 2) (x= I(2x HO); (xHa)(xH6a)=(2x— A/B)? 
hrs 5 ke y Hab=5y; 3 —a= Xx +74. 


4 20x — 135 
Be mantel mx J-n=nx* + m; dn en 


eN 








BR (xH-T)=(3X 2) 21)H2I ; (4) =A(1— 2x)? 
U A ONZ RO Oena EEN 


’ 


A 
5 

8 EN RATE Mo Ln ERROR ALE PARC U 
7. Xx? + 2x(a—b) + (a —b)? = ala —2b) + (b — Xx) (b + 2x). 
8 

9 











x2m + Xx mnd nx/n=nV/n— (xn Vn. 
ra nn eet 
ref wd hee Ne 
Kr On AERO LN ae 0 
ie Ar ag SA) ASPE 
2x 2a—4b Ax db J6a 
a—-2b _ Xx+3a—2b 
12 alken dk 
adobe rab (baeDe EN 
836. De vergelijkuigs xs 25 mheeftatotewortelsnis 08 
We kunnen nu echter de vergelijking (Xx — 3)? = 25 op dezelfde 
manier oplossen; door nl. uit beide leden der vergelijking den 
vierkantswortel te trekken, krijgen we twee vergelijkingen van 
den le? graad: 











rde jn el 
Bij het bovenste teeken behoort blijkbaar x==8 en bij het 
onderste teeken behoort x= — 2. 


105 


De gegeven vergelijking mocht echter ook als volgt geschreven 
worden : X°— 6x H- 9 == 25 
of: x° — 6x == 16. 

Door dus bij beide leden van de laatste vergelijking 9 op te 
tellen en daarna uit beide leden den vierkantswortel te trekken, 
kunnen wij de oplossing der gegeven vierkantsvergelijking ver- 
krijgen. We kunnen op een dergelijke manier nu elke gemengde 
vierkantsvergelijking oplossen. 

Voorbeelden : 

|K x° J- 24x —= 25. 

Tel bij beide leden 12° op: 

(x + 12)° = 169 
jr An el 6E 


Dus: Xx T12 =H 13 en: XJ-12= 13 
Kist | Ne 

2. 15x° + 4x —= 3 Vermenigvuldig met 15. 

15°x° + 60x —45 Tel bij beide leden 4 op: 

152x° + 60x 4-4 —= 49 | 

15x +2 == t7. 
Dus 15x, + 2e=J-7, waaruit x, =!/3; 15X9 + 2 == — 7, waar- 

uit X, —= — 5/5. 

3. xt px+q=0. Brenggq over naar het tweede lid. 


Xx d-px=—g. Tel bij beide leden Î/ap° op. 
xd px lapt — lap —q. 
xd lap = + Nap —g. 


[== opt Vip -e). du pa, 
en =p WPG == — Map — Eer nn 
ax? + bxd ce=0. Breng c over en 
4a°x? J- 4abx=— 4ac. verm. met 44. 
4Aa°x* + 4abx + b* == b? — 4ac. 
2ax +b= Ht Wb — 4ac. 


EET Er 
En 2a 


—bt WF 4ac jk bb 4ac 


2a Ent 2a 








WU 


8570 
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OPGAVEN. 


Los de volgende vergelijkingen op, door van het 


eerste lid eerst een volkomen vierkant te maken. 


x2— 10x 4-21 =0. 
x° — 26x + 25 =0. 


Kid: 
xd 5Xx— 14 =0. 
XL 22x=75. 


Pt (ptq) xd pg=0. 


Los de volgende vergelijkingen op door gebruik te maken van 


de formules (1) en (2) blz. 105. 


e 


xXx — 12x J- 35 —=0. 
x° J- 26x H- 120 = 0. 
Xx? H- 20x 4 99 =O. 
X° — 35X — 200 = 0. 


‚_y—oy = /6. 
ys —53/ay =18. 
y + 1 =2l/oy. 


y — zy — 4/3=0 
xe Bex = IC. 

x° J- 2ax =b" + 2ab. 
xe 5x = 14P. 


y —(atco)y Hac = 0. 











Or (EED 
DE Dee. 
(EGG 
1 Ee 
1 4 l 
RE IE 
5 4 l 
NE 
1 5 2 
OE an Kn 


8 


X2 — 5 — 36 = 0. 


hid 
68 — x= 13X. 
42 + x= 13X. 


22x +23 — xXx =0. 
xd (ad-i)xda=0. 


9x° — 6X — 24 —=0. 
Ax° — 4x — 3 =0. 
4x? H- 8x — 5 =0. 


64x° J- 48x =7. 
I/ox* — 1/3x — 3/8. 
ESKE 
4 Bali 
6 
OA Te en 101/2 
20 
12 DEE 2 


Ox? — 6ax= b° — d?. 

Ax? — 4ax = 4b* — df 

lay? — (m — n)y — Amn. 
100p* — 30py + 6pg == 20qy. 














nm bend 
2x xd 
xd-4, X—2 
EN Dis 

4 DRS 

RE TEE AT 
nm Tb en ens Eene e) 
ln 


2 3 1 





“3x — 2 USE Tuc 
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mh Lr x+3 5 
TRD MUI SE pm 
Xx x—aQ pt 
ee GG Á 
ven 31/3. 21 BD 

re er 1 

xl x2 xl 
te, 9 LH 10x 
5X — 1 EE 15 
sin Okt 23 
x Pl ij 10(x—1) 
Xx, KX—2 je 3 

zj en a 


ze — QX + 2bx == ab. 
elit, „jama 5 


te — A) (X2H- 1) =2 (a? +6) Xx. 
l eel inkl Es) 



































EARN 

a D a bD 
Rn en Dn 

a° b? 
eend 

Ì Ì Ì | 
TE AA 

BO Ddl 
X—a—b Xx a b 

l Ì ] Ì 
rd We ed Gd 
DE De C C 
nabi wekl rech een 
xta, xdb Xx—a,xXx—b 
EE NET Ee 
3a ne il el ll 
yia'yt2a y3a 

X Mi Eed 
m-—4n? mt2n __mx—?2nx 





mx 2nx 


5 6 
1 a IED 
EE 1 
x— Dn 
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39. x—6xH3H2W5=0; 4x H3H Io 3 =0. 
40. x2HI5W3=5XV3H 13; U H5x HA ZZ 23. 
41. 9x? — Ux + 25 —=0; ntt A 

42. XA 103 5H2x 2; 2213 2x 3H27= 26 


INGEKLEEDE VIERKANTSVERGELIJKINGEN. 


S 58. 1. Zoek twee getallen, waarvan het eene drie maal 
zoo groot is als het andere en waarvan het product 243 is. 


2. Van welke twee getallen is de som 18 en het product 77? 


3. Van welke twee getallen is het verschil 20 en de som van 
de kwadraten 650? 


4, Van welk getal is het vierkant 119 meer dan het achtvoud ? 


5. De som van de omgekeerde waarden van twee opeenvol- 
gende getallen is 1/56; welke getallen zijn dat? 


6. Een vloer kan met 200 vierkante tegels van een bepaalde 
grootte bevloerd worden; als elke tegel 1 dM langer was, 
zouden er 128 noodig zijn. Hoe lang is elke tegel? 


7. Werkt A gedurende 8 dagen aan zeker werk, dan heeft B 
nog 20 dagen noodig om de rest af te maken. Als B voor het 
geheele werk 6 dagen meer noodig heeft dan A, hoeveel dagen 
heeft elk er dan voor noodig? 


8. Verdeel het getal a in twee deelen zóódanig, dat het 
grootste deel middelevenredig is tusschen het kleinste deel en 
het getal a zelf. 


9. Verdeel het getal a in twee deelen zoodanig, dat het ver- 
schil van die deelen middelevenredig is tusschen de deelen zelf. 


10. Zoek twee getallen, waarvan de som en het product 1 is. 


11. Een boomkweeker plaatst 1066 boomen in 2 vierkante 
stukken grond op gelijke afstanden van elkander. Bij het eene 
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vierkant staan 4 boomen meer op een rij dan bij het andere. 
Hoeveel boomen staan er in beide vierkanten op een rij? 


12. Een getal wordt in een zeker talstelsel voorgesteld door 
324 en in een ander, waarvan het grondtal 2 meer is, door 155. 
Hoe wordt het geschreven in het tientallig stelsel ? 


13. Het product van de getallen [x17] en [2y2|, waarin y=XxJ-3, 
is 83054. Wat is x? 


14. Van een breuk is de som van teller en noemer 13. Als 
de teller en de noemer beide met 2 vermeerderd worden, dan 
is het product van de oorspronkelijke en de nieuwe breuk 7/16. 
Welke breuk was dat? 


15. Een vat kan door twee kranen in 331/3 minuut gevuld 
worden; als het vat door de eene kraan 15 minuten vlugger ge- 
vuld wordt dan door de andere kraan, hoeveel tijd heeft dan 
elke kraan daarvoor noodig? 


16. Een stuk karton heeft den vorm van een rechthoek, welks 
zijden zich verhouden als 2 tot 3. Aan elk der vier hoekpunten 
wordt een vierkant afgesneden, welks zijde 1 cM. lang is. Van 
het overschietende stuk, dat men kan opvatten als te bestaan 
uit vijf rechthoeken, wordt elk der vier buitenste rechthoeken 
zoodanig omgevouwen om de zijde, waarmee hij aan den bin- 
nensten rechthoek grenst, dat zijn vlak loodrecht op dat van den 
binnensten rechthoek komt te staan. Er ontstaat op deze wijze 
een open doos. Als de inhoud van die doos 28 cM° bedraagt, 
hoe lang zijn dan de zijden van het oorspronkelijk stuk karton ? 


17. Een handelaar kocht een wagen, die hij later voor f 24 
verkocht, waardoor hij zooveel 0/o van den inkoop verloor als 
de wagen hem guldens gekost had. Hoeveel kostte die wagen? 


18. Iemand verkoopt een paard voor f736 en bevindt, dat 
hij evenveel 0/9 verliest, als hij biljetten van f 100 bij inkoop voor 
het paard besteed heeft. Wat was de inkoopprijs? 

Aanwijzing voor de manier van oplossen van eenige 
volgende vraagstukken: 

Omdat er dikwijls sprake is van twee personen A en B, twee 
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ploegen arbeiders, van inkoop en verkoop, enz. doet men goed 
de gegevens van het vraagstuk eerst schematisch op te schrijven 
en dan direct de vergelijking op te stellen; een paar voorbeelden 
lichten de bedoeling het best toe: 

l° Voorbeeld: Een fabrikant, die per dag f 24 arbeidsloon 
heeft te betalen, vermindert het dagloon van elk zijner arbeiders 
met 10 cent en neemt, ook tegen het verlaagde loon, 4 nieuwe 
arbeiders in dienst. Nu moet hij dagelijks f 30,40 betalen. Hoeveel 
arbeiders had hij eerst en hoe groot was hun oorspronkelijk loon? 

Men stelt hier over elkaar: „Eerst’ en „Later” en maakt 
naast-staand schema. De eerste 











Ee: |Dagloon. re kolom onder „Aantal arbeiders” 

| vult men in met x en XJ 4; de 

Eerst f 24 laatste met f24 en f30,40. In de 

dl: $ middelste kolom moet dus staan 
24 30,4 

Later | x 4-4 3040 NE en eid het gegeven „10 cent 





loonsverlaging” geeft nu de verg. 
24 SO Amel 
EE ALO 
2° Voorbeeld: Twee personen gaan tegelijk uit A naar B. De 
eerste legt per uur 1/2 K.M. minder af dan de tweede en komt 
daardoor 1 uur later in B. Hoeveel K.M. leggen ze elk per uur 
af, als de afstand van A tot B 45 K.M. is? 
In de eerste kolom invullen x en 














| Poe | Tijd. | Weg. xd in de laatste 45 en 45; dus 
| | | nde 
JN DC 45 „8 eelt 
Be Le _ 2 
1 an 45 AoA 
Bene 45 verg: SOUS Tt ama 
2 el: 


Ik zet hier naast de schema’s nog de aanwijzing voor de in- 
vulling; dit is echter niet noodig en ik stel voor als 
Model van Oplossing: 
Twee werklieden A en B krijgen per dag verschillend loon. Na 
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een zeker getal dagen ontvangen zij evenveel, waarbij alleen B 
twee dagen verzuimd heeft. Als A twee dagen verzuimd had, zou 
hij f &— en als B alle dagen gewerkt had, zou hij f 18— ont- 
vangen hebben. Hoeveel verdient elk per dag? 























8 18 
Werktijd. | Dagloon. | Totaal. De verg. IS X. AAD Er (x an 2) Xx 
Ene of Nen (re IO 
A \x—2 8 Dt ee) 
X—2 . 
en 5 EEN De Ad EE 
B pe 18 18 A verdient dus f 2 per dag en B. 
X f 3. Het tweede antwoord vervalt, om- 





dat x grooter dan 2 moet zijn. 

19. Iemand koopt eenige vaten wijn voor f 240; indien elk 
vat f 5 goedkooper was geweest, had hij voor dezelfde som 
gelds 4 vaten meer kunnen koopen. Hoeveel vaten kocht hij en 
wat was de prijs per vat? 

20. Een fruitvrouw bevindt dat zij, door den prijs van een 
dozijn appels met 5 cent te verlagen, voor f 3.— nu 60 appels 
meer dan vroeger kan geven. Hoeveel kostte een dozijn appels eerst ? 

21. Twee boeren A en B hadden samen 30 schapen. Zij ver- 
koopen ze tegen verschillende prijzen, maar elk ontvangt evenveel. 
Als A zijn schapen tegen B's prijs verkocht had, zou hij f 320 
ontvangen hebben; en als B de zijne tegen A's prijs verkocht 
had, zou hij f 245 ontvangen hebben. Hoeveel schapen had elk? 

22. Twee werklieden A en B werken bij een aannemer. A 
ontvangt na eenige dagen f30 en B, die 5 dagen verzuimd 
heeft, f18. Als B alle dagen gewerkt en A 4 dagen verzuimd 
had, zouden zij evenveel loon hebben ontvangen. Hoeveel dagen 
heeft A gewerkt en wat is ieders dagloon? 

23. A en B koopen tabak. A heeft voor 5 KG f3 minder 
betaald dan B voor 9 KG. Indien A voor f 6 één KG minder 
ontvangt dan B, hoeveel heeft ieder dan per KG betaald? 

24. A en B kochten 117 M linnen van verschillende prijzen 
te zamen voor f 70. Had A zooveel M. als B gekocht tegen den 
prijs, dien A per M. besteedt en B zooveel M. als A tegen zijn. 
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eigen prijs per M., dan hadden ze opvolgend f 48 en f 25 moeten 
petalen. Hoeveel M. kocht ieder? 

25. lemand koopt koeien voor f 2160. Hij behoudt er 2 van 
en verkoopt de overige voor f 45 per stuk meer dan hij er voor 
betaald had. Zoodoende ontvangt hij voor deze koeien f 90 meer 
dan zijn geheele inkoop bedraagt. Hoeveel koeien had hij ge- 
kocht en tegen welken prijs per stuk? 

26. Twee ploegen arbeiders hebben een gelijke geldsom te 
verdeelen groot f 1200. Daar de eerste ploeg 4 man grooter is 
dan de tweede, krijgt iedere man van de eerste ploeg f 10 minder 
dan iedere man van de tweede ploeg. Hoe groot is elke ploeg 
en wat krijgt ieder? 

27. Twee kooplieden A en B hebben samen handel gedreven. 
A laat zijn geld 5 maanden en B het zijne 3 maanden in den 
handel. Indien zij samen f 1100 ingelegd hebben en A f 664 en 
B f 532 terug ontving, hoeveel heeft elk dan ingelegd? 

28. Twee werklieden krijgen verschillend loon. Na een zeker 
aantal dagen ontvangen zij hun geld, waarbij de eerste f 48 ont- 
vangt, terwijl de tweede, die 6 dagen verzuimd heeft, slechts 
f 27 ontvangt. Als de tweede alle dagen gewerkt en de eerste 
6 dagen verzuimd had, zouden zij ieder evenveel geïd hebben 
ontvangen. Hoe lang heeft ieder gewerkt en hoeveel verdient 
elk per dag? 

29. Een wielrijder gaat van A naar B. Hij vertrekt ’'s morgens 
om 6 uur uit A. AB is 671/2 KM. In B aangekomen rust hij 21/4 
uur. Op den terugweg heeft hij den wind mee en legt 3 KM per 
uur meer af. Hij komt om half 5 in A aan. Met welke snelheid 
vertrok hij uit A? 

30. A-en B gaan uit twee plaatsen M en N, die 120 KM 
van elkaar verwijderd zijn, elkaar tegemoet. Zij ontmoeten 
elkaar juist op het midden van den weg. A legt per uur 1 KM 
meer af dan B en vertrekt 2 uur later dan B. Hoeveel KM leg 
elk per uur af? | 

31. A en B gaan elkaar tegemoet over een afstand van 40 KM. 
Als ze tegelijk vertrekken en A over 1 KM 2 minuten meer 
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besteedt dan B, hebben ze na 4 uur elkaar al ontmoet en zijn 
weer 4 KM. van elkaar verwijderd. Hoeveel KM. legt elk per 
uur af? 

32. Twee koeriers A en B vertrekken gelijktijdig van. P naar Q. 
A doet per uur 1 KM. meer dan B en komt 1 uur vroeger in Q 
aan. Als de afstand van P tot Q 90 KM. is, wat is dan de 
snelheid van A en van B? 

33. Twee plaatsen A en B zijn door een weg verbonden. 
's Morgens om 3 uur rijdt een wielrijder uit A naar B, om 7 
uur een ander uit B naar A. De laatste rijdt met een snelheid 
van 15 KM. per uur. Om 9 uur passeeren ze elkaar. Wanneer 
nu de eerste 1 uur vroeger te B aankomt dan de tweede te A, 
vraagt men naar de snelheid van den eerste en naar den afstand 
der plaatsen. 6 

34. A wandelt naar een stad, die op een afstand van 12 KM. 
ligt; 36 minuten later wordt B hem nagezonden. Deze haalt A 
in en keert terug. Als A ín de stad aankomt op hetzelfde oogen- 
blik, dat B terugkeert op de plaats, vanwaar A en B zijn uit- 
gegaan en als men weet, dat B 6 KM. per uur aflegt, vraagt men 
naar de snelheid van A. 

35. Twee personen A en B vertrekken op hetzelfde oogenblik 
uit M en N elkaar tegemoet. Toen zij elkander ontmoetten, had 
A 15 KM. meer afgelegd dan B, Als A 4 uur na de ontmoeting 
in N, en B 9 uur na de ontmoeting in M aankomt, hoe groot 
is dan de afstand MN? 

36. A gaat per rijwiel van P naar Q. Twee uren later ver- 
trekt B per rijwiel van Q naar P. Bij de ontmoeting heeft A 
28 KM. meer afgelegd dan B. Na dít oogenblik zet A de reis 
voort naar Q en B naar P, maar A vermindert zijn snelheid met 
4 KM. per uur, terwijl B zijn snelheid met 2 KM. vermeerdert. 
Als nu na de ontmoeting A in 21/2 uur te Q en B in 4 uur te P 
aankomt, vraagt men den afstand van P en Q te bepalen. 

37. Twee boden A en B reizen elkaar tegemoet uit P en Q. 
B gaat 5 uur eerder weg en heeft bij de ontmoeting 12 KM. 
meer afgelegd dan A. Na de ontmoeting hebben beide nog 6 
P. WijDENEs en Dr. D. DE LANGE, Algebra. Il. 7e druk. 8 
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uur noodig om op de plaats van bestemming (Q of P) aan te 
komen. Hoe lang is PQ? 

38. Twee kooplieden hebben goed verkocht, de eene drie M. 
minder dan de andere, ze hebben samen f 35 ontvangen. Als 
ik uw waar voor den prijs van de mijne had verkocht, zegt de 
een, zou ik f 24 ontvangen hebben. De ander antwoord hierop: 
en als ik uw waar tegen den prijs van de mijne had verkocht, 
zou ik f 12.50 ontvangen hebben. Hoeveel M. heeft ieder verkocht ? 

39. Een vat met een inhoud van 150 L., dat voor een deel 
gevuld is met alcohol van 60/0, wordt verder aangevuld met 
water, waarna men er 13 L. meer uittapt, dan men er juist aan 
toegevoegd had. Vult men het vat nu weer met water aan, dan 
is de alcohol van 46 0/o. Hoeveel L. alcohol van 60 0/9 bevatte 
het vat oorspronkelijk ? | 

40. Twee troepenafdeelingen A en B bewegen zich over 2 
straatwegen, die elkaar loodrecht kruisen, naar het kruispunt om 
zich te vereenigen. A is 39 KM. en B 28 KM. van het kruispunt 
verwijderd. A rukt voort met een snelheid van 8 KM. per uur, 
maar verlaat na 3 uur den straatweg om dwars door het land 
met een snelheid van 5 KM. voort te gaan. Op het oogenblik, 
dat hij den anderen straatweg bereikt, is B op hetzelfde punt 
aangekomen. B heeft zich voortdurend met een snelheid van 
6 KM. per uur bewogen. Hoe lang heeft de afdeeling A door 
het land geloopen en op welken afstand van het kruispunt hebben 
de troepen zich vereenigd? 





EIGENSCHAPPEN VAN VIERKANTS- 
VERGELIJKINGEN. 


S 59. We hebben in 8 56 gezien, dat elke vierkantsvergelijking 
na behoorlijke herleiding geschreven kan worden in den vorm: 





Oto Ge Oale ren gen Sattel BCI) 
en dat de wortels van deze vergelijking zijn: 
_—b at Wb — 4ac 
SOR Da ANR e E e nt: (2) 


of elk afzonderlijk 


dE EE ei 
== oa Els 





e _ bb 4ac 

1 a Tur 2a 

We kunnen nu gemakkelijk inzien: 

le als b2— 4ac positief is, dan zijn de beide wortels bestaan- 
baar en ongelijk; 

2e als b2 — 4ac negatief is, dan zijn de beide wortels onbe- 
staanbaar en ongelijk; ze verschillen slechts in het teeken van 
het onbestaanbare deel; 

3e als b2 — 4ac nul is, dan zijn de beide wortels bestaanbaar 


en gelijk; elke wortel is dan gelijk aan — en 


Door deze kenmerken toe te passen, kunnen wij gemakkelijk 
den aard van de wortels eener vierkantsvergelijking nagaan, 
zonder de vergelijking eerst op te lossen, b.v: 

L. De vergelijking 

3x° —5XH12=0 
heeft onbestaanbare wortels, omdat b*— 4ac hier gelijk aan 
(—5)—4.3.12=25— 144 == — 119. 
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IL. Voor welke waarde van m heeft de vergelijking: 
Xx H2(1 Hm) xm =0 
twee gelijke wortels? 
We hebben gezien, dat een vergelijking twee gelijke wortels 
heeft, als b° — 4ac=0 is. Dit geeft hier: 
A (mt 1)° — Am° =0 





8m + 4=0 
dus m==—l/2. 
on En 
SOOP EWertebbenmoezien damn mnl 
bb — 4ac. 
am 2a 
_ Optelling hiervan leert: 
bt dae bb ae — 2 
Ee TEEN NEET mA 
b | 
dus af | JAE 6 = ie 5 5 (3); 
Á) 





terwijl vermenigvuldiging ons geeft: 
GoW) 
4a? 
EA (eren 2D nnen kent an ele 


4q° 4Q?’ 


maÂ AE NEN 
4 


Door voor de vergelijking te schrijven: 
Ke erk 0 of x? + pxHg=0 


kunnen wij deze beide belangrijke eigenschappen als volgt 
uitdrukken: 

Van de vierkantsvergelijking, x° + px +q +0 is 

le. de som van de wortels gelijk aan den coëfficiënt van x 


ER 


dus 








met tegengesteld teeken E + K2==— pl; 
2e, het product der wortels gelijk aan den bekenden 


term | Kite =q f 
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Omdat Xx, +- X9 = —p en XX =q, kunnen we voor de ver- 
gelijking x* + px + q =0 schrijven: 
XE (%j HX) X H XX3 — 0, 
waarvan we door ontbinding ín factoren kunnen maken: 
(Xx — Xi) (& — X) =O. 

We kunnen nu gemakkelijk een vergelijking opschrijven met 
twee gegeven wortels; als b.v. gevraagd wordt een vergelijking 
op te schrijven, waarvan de wortels 4 en 5 zijn, dan zal blijkens 
het voorgaande de vergelijking (x — 4) (x — 5) =0 aan de vraag 
voldoen. De gezochte vergelijking is dus: x° — 9x + 20 = 0. 

Ditzelfde resultaat hadden wij ook als volgt af kunnen leiden 

AN AE USR Id OE 20 
dus —p=9 en q—= 20. De vergelijking x° + px + q=0 wordt 
nu: x°— 9x J- 20 =0. 


OPGAVEN. 


Onderzoek den aard der wortels van de volgende vierkants- 
vergelijkingen, zonder ze echter op te lossen: 


1. X24-x—380—=0. 2. 5Xx°—6x—-8—=0. 3. Wort = 14 — 3x. 

A. 2x =0. 5. 41290. 6. (XH-2P=x15. 

7. Bepaal de som en het product der wortels van de volgende 
vierkantsvergelijkingen: 





X2d-4xt-1=0; MX H-7Xx—-2—=0; xXx —5XH3=0; 
5 X—1=0; Jax + 3bxh4e=0; ZX H5X—T7=0; 
x° — 4a° =0; —_2X° H-3X—5=0; mX H- mx t-1 =0; 
2x —x—7==0; Bax +-ThxH-8=0; — xx —ax=0. 


8. Voor welke waarden van m heeft de vergelijking 
9x° — Bix + (m + 1) = 
twee gelijke wortels? En wanneer zijn die wortels onbestaanbaar ? 
Vorm vergelijkingen, waarvan de wortels zijn: 
9. 2 en —3. 10. 2 en —2. Ims2eenst/o, 
12; —5 en —4. Sno senn4: 14. 1/3 en — 1/4. 
LO RORE 16. O en —5. 17. — men —n. 
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18. V2 en —V/2. 19. 2 —WV3 en 24/3. 
20. —l4W5 en 1 4/5. 21. ad-Ww/ben a—l/b. 
IE rin Eten lg RE fial en entiegei d 


S 61. De uitkomsten van de vorige S8 stellen ons in staat 
lerlei vraagstukken over de wortels van vierkantsvergelijkingen 
op te lossen. Bij al deze vraagstukken moeten de wortels nooit 
ieder op zichzelf beschouwd worden, maar moet men gebruik 
maken van de betrekkingen, die tusschen de wortels bestaan, 
door de som en het product van de wortels op te schrijven, 
uitgedrukt in de coëfficienten van de gegeven vergelijking. 

Voorbeeld 1. Van welke vergelijking zijn de wortels de vier- 
kanten van de wortels der vergelijking x° + 5x —7 —=0? 

Noem de wortels van de gegeven vergelijking Xx, en Xs; dan 
is dus de gezochte vergelijking 

XE (XP HX) KH XX — 0. 
We weten dat: 
XF p= 5 en XX == — 1. 
Dus: 
Ki A (AK) ZK LO 
en 
N= 
De gevraagde vergelijking is dus: 
x° — 39x J- 49 —0. 

Voorbeeld IK. Van welke vergelijking zijn de wortels de om- 
gekeerden van die der vergelijking ax° + bxd c=0? 

De gezochte vergelijking is nu: 

5 | 1 l 
of XXX — (XF Xi) X H- 1 =0. 

CEP b 
Belgje i=0 

Cx° J- bx Ha—=0, 

zoodat de coëfficiënten in omgekeerde volgorde voorkomen, als 
de wortels der nieuwe vergelijking de omgekeerden moeten zijn 
van die der gegevene. 





119 


Voorbeeld HIL. Van welke vergelijking zijn de wortels driernaal 
zoo groot als die van de vergelijking ax° + bx 4-c=0? 

De wortels der nieuwe vergelijking zijn 3 X zoo groot als die 
der oorspronkelijke; de som der wortels is dus ook 3 X zoo 
groot en het product 9 X zoo groot. Dus is de nieuwe ver- 
gelijking: 

3b Oc 
xXx + Pes + En 0, 
of ax? + 3bx + Ic = 0. 

Opmerking. De coëfficiënt van x is 3 X, de bekende term 
9 X zoo groot geworden. Evenzoo zijn van de vergelijking 

ax? + bpx + cp? =0 
de wortels p X zoo groot als die van de vergelijking 
ax? + bx + ec=0. 

Voorbeeld IV. Van welke vergelijking zijn de wortels p grooter 
dan die van de vergelijking ax° + bx Jc=0? 

Noem de wortels der oorspronkelijke vergelijking x, en x, die 
der nieuwe vergelijking y,‚ en yo; dus: 


n= EP Ya =Xo HP. 
Hieruit volgt: 
| DN 
Vn tere 20e gen Ds 
Ve = (Xi Hp) (% + P) = 
== XX JP (XF %o) HP = 
oe CDD 2 
mise En 


De gezochte vergelijking is dus: 


„(1D C pb 5 
5 D VN enn 
si + (5 —2p)y + ine) 


af: ay° + (b— 2ap) y + c— pb + ap? =0. 
OPGAVEN. 


S 62. 1. Als x, en x, de wortels zijn van ax° + bx + c=0, dan is: 
1 | b Ane 
x + EN + lr 0. Bewijs dit. 
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Als x, en xj de wortels zijn van ax? + bx + c==0, bepaal dan, 
zonder oplossing der vergelijking, de waarde van: 


we 1 l 





De xXx Xr en ade ie Te ER) x.8 Xa 
deter 2 enen: x° BRT + jk) 
1 ese ea 

hl et Een Kideo 
Ar geek Xs + Don » al 15 2 


4. Bepaal op dezelfde manier al deze waarden voor de ver- 
gelijkingen: 


xe H4xH2=0 en x° + 4px + p° =0. 
5. Voor welke waarde van a is één der wortels van 
100x° + 60x + a=0 het dubbele van de andere? 


6. Wanneer is één der wortels van x° + pxt-q=0 het 
dubbele van de andere? 


7. Zoek de vergelijking, waarvan de wortels de derde machten 
zijn van die der vergelijking x° + px + q=0. 


8. Toon aan, dat de wortels van de vergelijking 
(ab) abt o)xt =0 
altijd bestaanbaar zijn. 


9. Als x, en Xs de wortels zijn van 22° — 15% + 4—0; 


vorm dan een vergelijking, waarvan de wortels zijn Xx, + X en 
| 1 





CEE 
…. X7 X5 
10: OoksEen swaarvantdenwortels Zijn men 
X2 Xi 
5 XX 
11. Nog een, waarvan de wortels zijn X, +- X9 en — 
xj + X 


12. Van de vergelijking: 2x° —AxJ38=0 is een der 
wortels (21 + 4/5)!2. Hoe groot is A? | 
13. Van de vergelijking: 3x° — Ax 57 =0 is de verhouding 
31 +106 
19 
14. Van de vergelijking 2x° — 4x JA=0 is het verschil der 
wortels (2/2 — 2-12) + (242 4 2-12). Hoe groot is A? 


_ der wortels Hoe groot is A? 
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15. De wortels van de vergelijking y° — 2y + q =0 zijn drie 
meer dan het dubbele van A, 630: 
Hoe groot zijn p en q? 

16. Wanneer p en q de wortels zijn van de vergelijking 
3x — ax — 1 =0 en gegeven is dat 


Deeg 
12, 
q U P 


wat is dan de waarde van den coëfficiënt a? 
17. Een der wortels van de vergelijking 
Ax — Ax J8=0 is: 
24e , 3e (2 — 32) Ne H- (2 H 3/2) 2}; 
bereken den anderen wortel en A. 

18. Van een op nul herleide vierkantsvergelijking is één der 

wortels 3 X de andere. De coëfficiënt van x° is 1, die van Xx is 
4 (12 +6 /3)'/2 
EES 

Welke is die vergelijking in haar eenvoudigste gedaante? 

19. Stel een vierkantsvergelijking samen, waarvan de wortels 
gelijk zijn aan het kwadraat van de som en de som der kwadraten 
van de wortels der vergelijking 

2x 3—15=0, 
zonder deze vergelijking eerst op te lossen. 

20. Wanneer men de wortels van de vergelijking 2x°—4xJA=0 
met 5 vermeerdert, verhouden zich deze nieuwe getallen als 1:5. 
Bepaal de waarde van A. 


S 63. Reeds in het eerste deel hebben we allerlei vormen 
van de gedaante x° + px +-qg en ax? + bx + c leeren ontbinden; 
uit het volgende zullen we zien, dat men alle drietermen van die 
gedaante kan ontbinden: 

LH pxtg= 

=H PX + Wap" — (Ì/ap? — p) 

= (Xx + 1/2pP — (Var? — 0? 

= (xt op 4 VWP? — 0) (x + Wop —V Wap? —0)) 
(lop Wp Dia (ap HV Hap — 0). 
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De vormen tusschen de kleine haken zijn dezelfde als die van 
8 56 (blz. 105); we leeren dus: 

zit pxtg=(lr-xi) (£—x2), waarbij 21 en x2 de wor- 
tels zijn van de vierkantsvergelijking x2 +pzxtq=0. 


2: at tbe hema ext |= ala) (Xx — X); 


hier zijn Xx, en X, de wortels van x° + Le J- 5 =— 0 of van 
ax + bxt-c=0. Dus: 
ax +bxtezalr-zxri)(r—x2), waarbij x1 en x2 de wor- 
tels zijn van de vierkantsvergelijking ax? + bx +c=0. 
Anders: Men moet x° + px +4 q omzetten in een product 
(Xx — m) (xXx —n); omdat dit product niets anders is dan een 
andere vorm voor den gegeven drieterm moet x? + px + q= 
(Xx — m) (Xx — n) in een gelijkheid overgaan voor alle waarden van 
Xx, dus ook voor x= m en x= n; men heeft dan m° + pm + q =0 
en n° +pn+q=0, want de tweede leden worden door deze 
substitutie nul. Dus zijn m en n de beide wortels der vierkants- 
verg. x° + px q=0. É 
Voorbeelden : 
1. Ontbind: x° + 12x — 28. 
Los op: x° + 12x — 28 = 0. 
x=—6r}/ 36 28=—6 +8. 
Dus x,= +2 en x= — 14. 
x°H12X — 28 =| — (H- 2){ Ì A —(—14)S = (X—2) (XH-14). 
2. Ontbind: a2b? + ab V/3 — 18. 
Los op 4°b° + aby/3 — 18 =0. 
ab=—lfav3 4 3/4 +18 = — Io 3 + 2/3. 
Dus ab) eten (A0) roes | 
ab + abWV/3 + 18 = (ab — 2/3) (ab + 3/3). 
3. Ontbind: z? + 2xy —4xz— 2yz + 3z2. 
Los op: Xx? + x (2y — 42) — 2yz + 32° =0. 
x= 2 Wy —Ayz HAL Hz 3 == —yH-224(y—z). 
Dus x,=2 ên Xo=— 2y +32. | 
De ontbinding is dus (X— 2) (Xx + 2y — 32). 








5) 


4, Ontbind: 12p° + 7p lp — 10. 
Los op: 12p* +7p lp —10=0. 


—l + ee 
En se MEE me of 23 en — 5/4. 





De ontbinding is: 12(pV/p—?2/3) (pV/p4-5/4) —= (SpV p—2M4pVp+-5). 
5. Ontbind: 3222 — 17x + 12/2. 
Los op: 3x2V/2 —17x 4 12/2 ==0. 
B Lj EN ABOE 208 17 zalk 








6/2 6/2 
Dus DD en we 
6/2 6/2 


De ontbinding is dus: 3W/2. (x— 4/32) (x — 3/22) = 
(3x — 4/2) (XV/2 — 3). 

6. Ontbind: 6x? — zy + x—2y? + 11y —15. 

Los op: 6x° — x(y — 1) — 2? + 11y — 15 =0. 


wist W y?=2y 1482264360 __y — 1 (Ty —19) 
DEE 12 LOE EMA DEE 


arne 
2 








Dus Xj == en X% —= 


De ontbinding is dus: 


ox Ir Nx er Daer 3) 


OPGAVEN. 
Ontbind in factoren: 
Ll. a°— a — 36. 2. m°— 35m — 36. 
q° — 16q — 36. 2 — 13c + 36. 
x2 J- 15x + 36. Ff —31f + 36. 
OK ze 1 Oxyzr A9. Ae leet ele 2 
GEen SO KVO Ee np°q° — 13npq + 22. 


y2? — 28abyz + 75a b°. xept + 20x° pz H- 5122. 


As? + 5s —6 
10 — 5m — 15m° 
40 J- 6a — 270°. 


21° + 26cx — 15X°. 

— 10xt + 7x°y? + 12y* 

ac + (a—b)e—b. 
2X2—3aX— 22 H5ab—2b? 
2x°—3Xy—2p"4-3XHA4 2. 


‚ 92 + 9/3 — 190453 


AX? H3H 25 — 122. 


6. 3 + 11d — 4d? 
3p° — 10p +3 
12x° — 17xy + 6y°. 
8. mnx? — (mm? — n°) X — mn 
10 (xy) H7q(x Hy) — 69° 
pq) —Akp°HAkq—6k?. 
10. 24° — Tab —at-6b°—b—15 
ZX —TXy—17X—6p—4y 10. 
12. Xx —-2XxH2WV5—5 
Xp H152 42/52/15. 


INVOEREN EN VERDRIJVEN VAN WORTELS BĲ 
DE OPLOSSING VAN EEN VERGELIJKING 
MET EEN ONBEKENDE. 


S 64. Somtijds is het bij de oplossing van één vergelijking 
met één onbekende noodig, dat beide leden van die vergelijking 
vermenigvuldigd worden met een vorm, die de onbekende bevat. 
In8S 89—91 DI. Il hebben we gezien, dat door die vermenigvuldiging 
soms een vergelijking ontstaat, die meer wortels heeft dan de 
oorspronkelijke vergelijking. Men zegt dan, dat er door de 
vermenigvuldiging een wortel in de vergelijking ingevoerd is. 
Geen wortel werd echter ingevoerd, als de vermenigvuldiging 
noodzakelijk was ter verdrijving van in de vergelijking voor- 
komende breuken. 

Omgekeerd, wanneer men beide leden eener vergelijking deelt 

door een vorm, die de onbekende bevat, dan ontstaat een nieuwe 
| vergelijking, die minder wortels dan de oorspronkelijke bevat. 
Door de deeling zijn hier wortels verdreven, nl. die van de 
vergelijking: Deeler = 0. (Zie S 90 DI. U). 

Wanneer we de vergelijking 

Vx2=3 
beschouwen, dan is het voor de oplossing van deze vergelijking 
noodig, dat beide leden in het kwadraat verheven worden. We 
krijgen dan: 
xJ2=9, 
OUSE Id 

Bij substitutie blijkt, dat deze wortel werkelijk aan de verge- 
lijking voldoet. 

Nemen we echter nu ook de vergelijking 

Clt NEN Per iere (1E) 
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waaraan alleen de waarde x= 1 voldoet, en verheffen we hiervan 
ook eens beide leden in het kwadraat, dan vinden we: 

(3) ii ER 
een vergelijking, die van den 2" graad is en waaraan dus zeker 
twee wortels voldoen. Door beide leden van de oorspronkelijke 
vergelijking in het kwadraat te verheffen, hebben we hier dus 
een wortel ingevoerd. Welke die ingevoerde wortel is, blijkt 
dadelijk als we verg. (2) oplossen. Wanneer we deze nl. eerst 
schrijven als: 

(3x + 5) =8?, 
dan is duidelijk, als we daarvoor mogen zetten: 

3x H5=t8. 

Het bovenste teeken geeft ons de oorspronkelijke vergelijking (1) 
weer terug; het onderste teeken geeft ons een vergelijking, die 
door beide leden tot de 2° macht te verheffen, aanleiding geeft 
tot dezelfde vergelijking (2), als we bij het kwadrateeren van 
beide leden van vergelijking (1) gevonden hebben. Door verg. (2) 
op te lossen, zullen we dus zoowel de wortels van 3x + 5 == + 8, 
als die van 3Xx+5=-—8 vinden. We vinden dus den vol- 
genden regel: 

Wanneer we beide leden van een vergelijking tot de 

tweede macht verheffen, kunnen hierdoor wortels ingevoerd 
worden; wanneer er wortels ingevoerd zijn, dan voldoen 
deze aan de vergelijking, die men verkrijgt, door één van 
de leden der oorspronkelijke vergelijking van teeken te 
laten veranderen. 
Opmerking. Wanneer we dus bij de oplossing van een ver- 
gelijking beide leden in het kwadraat verheven hebben, dan zijn 
we nooit zeker, dat de op deze wijze gevonden wortels niet 
door die kwadrateering ingevoerd zijn. Het zal in dat geval 
dus beslist noodzakelijk zijn de na deze bewerking gevonden 
wortels in de oorspronkelijke vergelijking te substitueeren om te 
onderzoeken of ze voldoen. 


S 65. Beschouwen we nu nog eens de vergelijking 
(3% AAT ENE RE 
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Door uit beide leden dezer vergelijking den vierkantswortel te 
trekken, gaat deze over in: 
| ON Nr IN dt ete ter ON 

De oorspronkelijke vergelijking is van den 2en graad, er voldoen 
dus twee wortels aan; de nieuwe vergelijking is van den Ien graad, 
er voldoet dus slechts één wortel aan. Door uit beide leden den 
vierkantswortel te trekken, hebben we hier dus een wortel ver- 
duisterd. Welke die verduisterde wortel is, blijkt uit het volgende : 
Evenals in de vorige 8 volgt uit de vergelijking : 

(3x — 2) —= (2x — 3)?, 
niet alleen: 3X —2=2X—3, 
maar ook: 3X—2—=—(2X—3)=—-2xH3. . . . (3) 

Men zal om niet minder wortels te krijgen, dus moeten schrijven 
3x —2—=H(2x—3); lost men beide op, dan is er van ver- 
duistering geen sprake. We vinden dus: 

Wanneer we een vergelijking hebben, die zoodanig is, 
dat uit beide leden de vierkantswortel getrokken kan wor- 
den, dan moeten we bij die worteltrekking beide wortels. 
in rekening brengen; m.a.w. een vergelijking van de ge- 
daante P?=Q?, waarin P en Q uitdrukkingen zijn, die x 
mogen bevatten, splitst zich in de twee vergelijkingen. 
PZ=+#Q en P=z=-gQ. 


VERGELIJKINGEN, WAARIN DE ONBEKENDE ONDER HET 
WORTELTEEKEN VOORKOMT. 


S 66. Somtijds komen vergelijkingen voor, waarin de onbe 
kende onder het wortelteeken staat. Zulke vergelijkingen kunnen 
van zeer verschillend karakter zijn en vergen dikwijls bijzondere 
kunstgrepen om opgelost te worden. De meer eenvoudige ge- 
vallen kunnen in het algemeen opgelost worden door de verge 
lijking tot een andere te herleiden, waarin aan één zijde van het 
gelijkteeken slechts één enkele wortelvorm staat; door nu de 
beide leden der vergelijking in het kwadraat te verheffen, zal dit 
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wortelteeken verdwijnen. Door deze handelwijze zoo noodig te 
herhalen, komt ten slotte de onbekende niet meer onder het 
wortelteeken voor. 

Voorbeelden : 

L xr+3-3Wzx2+5=2. 

Verheft men dadelijk beide leden tot de 2e macht, dan blijft 
de onbekende toch in het eerste lid nog onder het wortelteeken 
staan. Daarom schrijven wij de vergelijking eerst aldus: 


Kals TA 
Verheft men nu beide leden tot de 2e macht, dan krijgt men: 
xxl IX 45 

of: XIX 44 =0 
waaruit volgt: Kr VCK set 4 

Daar we tot de 2e macht verheven hebben, kunnen er wortels 
ingevoerd zijn; het is dus noodzakelijk te onderzoeken of beide 
wortels aan de vergelijking voldoen. Het blijkt bij de substitutie, 
dat alleen de wortel 11 voldoet; de wortel —4 is dus door de 
machtsverheffing ingevoerd. 

Daar x4-1=3W x+5 de vergelijking is, wanneer we beide 
leden in het kwadraat verheven hebben, zal de wortel — 4 moeten 
voldoen aan de vergelijking: 


en ee SE 





IL. 2Vx—W Ar =l 
of: IAN AE 
2e macht 
Ax — AV XA 1 AX 11, 
of: AVS) ZEUS ak id En ed 


Bij substitutie blijkt deze waarde aan de gegeven vergelijking 
te voldoen. 


ui W3zt4=W lx 5-21. 
BENE EEn 2e macht 


3x lx lee RE) (Zn 
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of: (OG 2E 1D 
ee 220 IIED 








Ee 2e macht. 
25Xx° + 10x + 1 =22x° + 2x +5 
3x — lx —4==0, 

waaruit volgt: x, =4 en x= — 1/3. 

Bij substitutie blijkt alleen de waarde 4 aan de oorspronkelijke 
vergelijking te voldoen. 


IV. W4z-3t}/2x2-5= 92+ 1 























2e macht 
4x 3 25 2/ (AKI) (QX 5) =O 1, 
of: 2/ 8x — 6x 15—=3x 9 
2e macht 
4 (8x° — 26x + 15) —= IX? H 54x J- 81, 
of: 23x° — 158Xx — 21 = 0, 
waaruit volgt: x, == 7 en X,—= — 3/23. 


Bij substitutie blijkt alleen x= 7 aan de vergelijking te voldoen. 

Opmerking: Bij de beide laatste voorbeelden hebben wij twee 
maal ín het kwadraat verheven, er waren dus twee kansen, dat 
er wortels ingevoerd waren. 

Feitelijk hebben we hier vier vergelijkingen, die allen dezelfde 
oplossing geven, nl: 


V(4x — 3) HWV (2x—5) =V(9x F1) . . . . (1) 
V(4x—3) +WV(2x—-5) == WV(xHI) . . . (2) 
ee Ie tak jd) 
W(4x —3) —V(2Xx—5) == W(O0xH1I) . . . (4) 


Evenzoo kunnen wij in het 3® voorbeeld vier vergelijkingen 
opschrijven, die allen dezelfde oplossing geven. De ingevoerde 
wortels voldoen aan een der andere drie vergelijkingen. 


OPGAVEN. 
SEE A VA Eef 
ha) 3 Nh 
DA On 2 2 In 3. 
5 


5e W/80x —43 — te en 
P. WIJDENES en Dr. D. DE LANGE, Algebra II, 7e druk. 9 
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VX 4 
dan Vree AT lide En 
Vn En UW x8=W 4x — 12x + 32; 

aren 
var : 5 Vl XZ 
AE AE: jean 
VxJ-3 Vx—18, Kl Vx 
WVE TVA AN WAD 
6Vx—1l Wx 
SIA ML 
Vxa _WVe+H3axd 2? 
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Vat yti=W ij +5; 
V3-AWV5jt2= ys 
Voy WVV. 


V2y 34 Wapi 6 + 28. 
Watx=lWa-r= 2x; 
Wein Ven rrd 
Vat Wor ba; 
Waxtb 4 Wbxta=ba. 


Wax 
Ee 





_WatxtWa=x 
AAE VEER 





xt [/12a-x Wal 
Aga al 





al Ee neden Eel 
TE ee 











—= 4x (X— 1). 
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OVER HET ONTBINDEN VAN VERGELIJKINGEN. 


S 68. Somtijds kunnen we vergelijkingen zeer eenvoudig 
oplossen door het eerste lid der op nul herleide vergelijking in 
factoren te ontbinden, elk dier factoren afzonderlijk gelijk nul te 
stellen en de aldus verkregen vergelijkingen op te lossen; b.v. 
om de wortels te vinden van de vergelijking x° — 2ax — b° +a°=0, 
kunnen we er eerst voor schrijven: 

(Xx — a) —b°=0 


of: (Xx —ad-b)(Xx—a—b)=0. 
Door elk der factoren gelijk nul te stellen, vinden we: 
X—adtb=0 en X—-a—b=0 
dus Xx, =a—b dus X,=—=a jb. 


In het behandelde voorbeeld hadden we echter even goed de 
gewone methode kunnen volgen; we kunnen echter op deze 
wijze ook verschillende vergelijkingen van hooger van den 2en graad 
oplossen, b.v. 

ISEOSRoD: Xx — 2x — 9x H18—=0 

X(X — 2) —I9(X—2)—=0 
(x —2) (x* — 9) —=0 


waaruit: x—=2==0 Xx —9—=0 
Xx =t2 Xt 3 
Kri. 


Opmerking. De gegeven derdemachtsvergelijking had drie 
wortels. In de hoogere algebra wordt bewezen, dat elke n€ graads- 
vergelijking n wortels heeft. 

II. Los op: 


x* + (a + 35) Xx? + (2b° + 3ab) x° + 2ab°x=0. 
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Het eerste lid der vergelijking is deelbaar door x; we kunnen 

er dus voor schrijven: 
x ix + (a + 3b) x? + (26° +4 3ab) x + 2ab?{ = 0 

of: _xi(X + ax?) + (3bx? + Jabx) + (2b°x + 2ab°){ =0. 

Blijkbaar is het eerste lid ook deelbaar door x + a; de ver- 
gelijking wordt dus: 

Xx (xH-a) (x° + 3bx + 26°) =0, 
en kan dus vervangen worden door: 
xHa=0 | Xx? + 3bx + 26° =0 
| x= —32b + Wb — 2? —= — ab + I2b. 

We hebben dus de volgende 4 wortels: 


Temekd| 





X=—q 


nl Sejm tbe A Pied 


S 69. Door het eerste lid der op nul herleide vergelijking in. 
factoren te ontbinden, kunnen o.a. alle vergelijkingen opgelost 
worden, waarvan het l€ lid slechts uit twee termen bestaat; men 
noemt deze vergelijkingen wel binomiaalvergelijkingen. De 
algemeene gedaante er van is: 

ax” + b=0. 

Voorbeelden : 

Erh 0, 

Door het eerste lid van deze vergelijking als een verschil van 
twee derde machten te beschouwen, kunnen we dit in factoren 
ontbinden. Dus: 

(X— 1) (Xx? + Xx +1) =0. 
Deze vergelijking laat zich splitsen in twee andere, nl: 
xX—1l=0 en Xx H- Xx 1=0, 
US dus x= — la Hi =3 
en x= — fh — la =3. 

Opmerking. Daar voor onze oorspronkelijke vergelijking ook 
geschreven kon worden x° == 1, zien we, dat er 3 getallen 
bestaan, waarvan de 3® macht gelijk aan de eenheid is. Evenzoo 
zijn er 4 getallen, waarvan de 4® macht gelijk aan de eenheid is, 
enz. Deze eigenschap luidt zoo algemeen mogelijk: Elk getal 
heeft nne machtswortels. 
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IL. xid4=0. 
We kunnen hiervoor schrijven: 
(x* H- 4X° +44) — 4 == 0 
of (x° + 2)? — 4x? —=0, waaruit door ontbinding in factoren: 


Xx 2XxH2=0 en x° + 2x 20. 
a. X—2XH2—=0. b. Xx + 2XxH2—=0. 
ol el eee Si 


Opmerking. We hebben hier feitelijk de vier 4 wortels uit — 4 
gevonden. 


OPGAVEN. 


Los x op uit: 

LO EDT 0 KEO 

Nen eee SD Pimm Dj em semi bemin 

3. Wat zijn de drie derdewortels uit — 1? Wat de 3 derde- 
wortels uit —7? Zoek een verband tusschen de 3 eersten en 
de 3 laatsten. 

Los nog op door ontbinding ín factoren: 


4. Ax? —4bx Hb — a =0; Ax*— 4bx + b° —I =0. 
5. X—2axt-2bxt-b-—2abtar=0; Xx°+7Xx— 30 =0. 

6. 4x° — 2x — 30 —= 0; XS 3X HIA — 1 =0. 
7. XS H 2x + 2x F1 =0; xe — 2x HX — 1 =0. 
8. 4xt — 16x° — 209x° =0; xt + Xb — be — ct =0. 


VERGELIJKINGEN, DIE DOOR HET AANNEMEN VAN EEN 
NIEUWE ONBEKENDE KUNNEN WORDEN OPGELOST. 


8 70. De algemeene gedaante van deze vergelijkingen is: 
aP* + DP 4 c=0, 
waarin P een vorm is, die de onbekende bevat. Stellen wij nu 
P==y, dan krijgen wij een nieuwe vergelijking: 
Ovis byi de C=O A RG 
waaruit y kan worden opgelost. Daarna hebben wij nog als 
nieuwe vergelijkingen op te lossen 
P=y en P=y, 
als y,‚ en ye de wortels van vergelijking (1) zijn. 


Keta 


Voorbeelden. 


]. x° —26x — 27 =0. 
Leh, gan gaat de vergelijking over in: 
y? — 6y — 21 —=0, 

















waaruit volgt p,=27 en y;,=—l. Wij hebben dus nog op 
te lossen: 
nem en =| 
of Xx —27=0 of x1=0 
(x—3) (X° H3XH-9)=0 | (xD xH-I)=0 
le x—3—=0 [2e X2H3XxHI =0 lext-l=0|2e Xxl =0 
X=3 [Xlife 3 Kl 2 FI — 3 
Xz= 1/23 —3 tE dek 
zage At 
kid (EE + 
Stel ra” dan gaat de vergelijking over in: 


py — Ty +12 =0, 


waaruit volgt: 


VR en ya =d. 


We hebben dus nog op te lossen: 








Ls en 
Zal Zil den. 
waaruit we gemakkelijk vinden: 
Zj == — 2a en 2, == — 12/34. 
| 2 


HIL 





rapen 
ij ZEE 


en de ae 
Ivy? Wldy+y? 


== X, dan gaat de vergelijking over in: 


Xx J- 2x —3=0, 


waaruit volgt: 


ve € 


We hebben dus nog op te lossen: 


| Ee 
Widyty 


Ì 
(NE en 
Val 


De eerste vergelijking is valsch, want volgens afspraak verstaan 
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we onder Wi Jy +y’ altijd den positieven wortel en kan dus 
| 





nooit negatief worden. 


Ve 
We hebben dus nog: 
ze Ae | dus Vitytyp= 
Vityty? of: 1dyty=l 
waaruit volgt: Di EN pd 


Beide wortels voldoen aan de gegeven vergelijking. 
IV. (22427)? tz2tr=83. 
Hiervoor kunnen we schrijven: 
CE HX HT) + (X° + Xx F7) = 90. 
Stellen we nu x° + x +7 =y, dan gaat de vergelijking over in: 
y+y—90=0, 


waaruit volgt: y= en py, =— 10. 
We hebben dus nog op te lossen: 
xdxt7=9 en xd xh7=—10 
of xt x—2=0 of xd xt17=0 
dus: Xx =,Î disse OR 
be SB 


V. 423-746 42232 =0. 
Stel W/4x*— 3x =y, dan gaat de vergelijking over in: 
y+6y—7=0, 
waaruit volgt: V=—1 en yy= 1. 
Daar y nooit negatief kan zijn, behoeven we ons alleen met 
y, bezig te houden. Deze geeft de volgende vergelijking: 
VAA 
of 4 —3X—1=0 
waaruit volgt x,=1l en X,==-—l/4. Beide wortels voldoen 
aan de gegeven vergelijking. 


OPGAVEN. 


S 71. Los de volgende vergelijkingen op: 


bn Ge 
1. (Z— 3) + 2(2—3) =3; EEn EED ee: 
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RSV le 15 ys — 6y Ys = — |. 
NER eene sg 





2 xd Xx 








y=l WH1 Eet ae 


2 ns Ee 
iepen za Dn CRT Li BE 


ene (x° A Xx H 1) (X° + XxH 2) =12. 


xXx. + = J8=5 [: + E): (EH IXA) (°F 3x F2) H8=0. 


ev EE ET ee 12/5 J5 IE pe 


Beroe (TE 14) 810. 
9. 216x°—793x* +216 =0; (XX HI) + (X° HX — 990) =1. 


15: 


ERE 
HOW PX H5 =H Il WE 352 Zx=l. 
‚ Ax P—-2xh6=15; 226 Ex T=22. 


En Elsie IE GT in en 








VTX 3 (PH 3) == (HB); 
Pr TV ie 2e 2. 





deetie di Ae 





ie lode MEET St 
Dld IL AEL le) 


WEDERKEERIGE VERGELIJKINGEN. 


S 72. Als men uit een vergelijking een andere wil afleiden, 


waarvan alle wortels x' de omgekeerden zijn van de wortels x 


Ì | 
van de gegevene, dan heeft men x =-—; dus ook x= —; om 
0 Oe 


de nieuwe vergelijking met x/ als onbekende op te stellen, heeft 


men dus slechts overal x te vervangen door 


1 
sai b.v. gegeven 


ax + bx -c=0, zoo is de vergelijking, die tot wortels de om- 
gekeerden heeft: 
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b 2 
kg te=0 of ad bx Hex =0 of cx/2 + bx! Ha =0. 


Blijkbaar komen in de getransformeerde vergelijking de coëfficiënten 
in tegengestelde volgorde te staan. Het kan nu voorkomen, dat 
de nieuwe verg. geheel dezelfde is als de gegeven verg. b.v. 
3x? — 2x J3—=0; gaat over in 3x° — 2xH3=—=0; ook 
ax + a, X° + AX Tr Aj = 0. 
Omdat deze zelfde verg. zoowel x als > tot wortel heeft, zijn de 


beide wortels elkaars omgekeerden. Zoo’n vergelijking heet een 


wederkeerige vergelijking. 
Een vergelijking heet wederkeerig, als bij elke wortel 


a behoort een wortel En 


We zullen nu bewijzen: 

In een wederkeerige vergelijking zijn de coëfficiënten van links 
naar rechts gelezen òf gelijk aan die van rechts naar links òf ze 
zijn tegengesteld. 


Bewijs. De verg. agx? + a,x° + aoxt + agx° + a,X° + A5X +05 =0 
is wederkeerig; dus zal de vervanging van x door - dezelfde 


vergelijking doen ontstaan; zij wordt echter 
ax? + ax + a,X* + ag + ap H a,x JA =0 

Omdat deze vergelijkingen volmaakt dezelfde zijn, moeten de coëff. 
evenredig zijn: | 

ES KETEN eneen el 

OE RN OS Bee CRC 

De tgelijkstelling. van alfs ens 1sstedensgeelt Poes 
de EU; var der2er ens 0Srredensdeer Par ORION 
ook heeft men nog a,= + 45; komt in de verg. ag voor, dan 
moet men overal het positieve teeken kiezen, want de middelste 
reden is 1; komt a3 niet voor, dan kunnen ze ook tegengesteld 
zijn. Voor een verg. van oneven graad heeft men 
BA UA, 


A5 Ay A3 As A, dos 
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hier is het blijkbaar mogelijk, dat de coëff. gelijk of tegenge- 
steld zijn. 

Men krijgt dus: | 

1) Evenmachtsverg., waarvan de termen gelijke coëff. hebben 

van de uiteinden af gelezen; 

2) id. met tegengestelde teekens. 

3) Onevenmachtsverg., waarvan de termen gelijke coëff. hebben 

van de uiteinden af gelezen; 

4) id. met tegengestelde teekens. 

Een voorbeeld van 4 is ax + a,x*+ neren 
omdat het eerste lid deelbaar is door Xx— 1, wat direct blijkt, 
als men zet a,(x° — 1) + a, (x* — Xx) + ao (X* —x°).==0, zal men 
nog slechts hebben op te lossen: 

a F0 FX HX F1) FAX HX F1) H AX =0, 
een vergelijking van het type 1, want het is een evenmachtsverg., 
die nog wederkeerig ís. Een voorbeeld van 3 is 

ax + a,xt + ax? + apx° + ajx + a, =O, 
“ waarvan het eerste lid deelbaar is door x + 1, zoodat de verg. 
kan worden vervangen door dit tweetal: 


| li) 
Ap (X* — XP HX XI) + ax (XX HI) + ax? =O; 
deze is weer van het type 1. — Een verg. van den onder 2 be- 


doelden vorm heeft natuurlijk geen middelsten term; ze is dus b.v. 
axe + ax? + apxt — AX? — AX — Ag —= 0, 
welke vervangen wordt door 
| x—1=0 
at HH 1) Har (PH 1) Ha? =0; 
dit is natuurlijk nog een wederkeerige vergelijking en ook van 
type 1. Samengevat alzoo: 
Alle soorten wederkeerige vergelijkingen kunnen worden 
herleid tot pox* + pix® +pax? + pix +po=0. 


8 73. Omdat bij elken wortel x een wortel > behoort, moet 


bn 
men er op bedacht zijn x + De als nieuwe onbekende aan te nemen. 
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De manier van oplossing blijkt het best uit de volgende voor- 


beelden: 
10x* —77x® + 1502 —77Xx + 10 =0. 


We kunnen dit schrijven in den vorm: 
10(x* + 1) — 77 (X° + Xx) + 150x? = 0. 
Deel door x2: 


1 l 
UT Ee ln ge daat 
1o{z + ze) met ‚+ 150=0 
Stel nu: rn dus neg 
x 5 Ee % 


dan gaat deze vergelijking over in: 
10 (y? — 2) —77y + 150 =0 
of: 10y* —77y + 130 = 0, 
waaruit volgt: re AEN NE 
We hebben nu nog op te lossen: 


l | 
EO EEN 
He ne nee 51/5 


of xe — fox 1=0 x2—5lfsx +1 =0 
waaruit: ND Xa IJ 
Xp == 1/5 X == B 





De gevonden wortels zijn behoorlijk elkaars omgekeerde. 

Opmerking. Wij kunnen op deze wijze wederkeerige verge- 
lijkingen van den 6en graad niet meer oplossen; wanneer we 
nl. op dezelfde wijze te werk gaan en als nieuwe onbekende 


VE zhe aannemen, dan stuiten we op een 3° graadsvergelij- 


king, die we nog niet op kunnen lossen. 

We geven nu nog een voorbeeld van een wederkeerige verge- 
lijking, die van oneven graad is, b.v: 

2x° — xt — 19x° — 19 —x H 2=0. 
We schrijven hiervoor eerst weer: 
2(X° +1) — (x* HX) — 19 (2? + x°) =0. 
We deelen nu door x+-1; er is dus een wortel x, = — 1. 
2x HX HI) — (KX HI) — 19° =0. 
Rangschikkend: 
2x* — 3X° — 16x° — 3x H 2 —=0. 
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Dit is weer een wederkeerige vergelijking van even graad; we 
kunnen er voor schrijven: 


2(x* + 1) —3 (Xx + Xx) — 16x°=—=0. 
ECI ODTNX 2 + Ee: x+ ) — 16 =0. 


Stel x + > =—=y, dus x° + 5 —=y"—2. De vergelijking gaat 


dan over in: 
2(y?—2) —3y — 16 =0 


KOL. 2y* — 3y — 20 =0 
waaruit volgt: Vis F4 en Vo = —21/2. 
Dus hebben we nog op te lossen: 
xdd xr = 2 
4x H-1=0 x° + 2l/ox +1 =0 
0 Aen M= 2 
hen 0, Xe == — \f2, 


De gevonden wortels blijken weer elkaars omgekeerde te zijn. 


Opmerking : We kunnen op deze wijze vergelijkingen oplossen, 
die hoogstens van den 5®" graad zijn. 


S 74. Vatten wij het in de vorige 88 gevondene in het kort 
samen, dan kunnen wij dus oplossen: 

L Wederkeerige vergelijkingen, waarbij de coëff. links en rechts 
van het midden gelijk zijn en die hoogstens van den 5°" graad 
mogen zijn; is zoo’n vergelijking van oneven graad, dan is er 
altijd een wortel — 1; het 1° lid der op nul herleide vergelijking 
is dan deelbaar door Xx—+- 1. 

IL. Wederkeerige vergelijkingen met tegengestelde coëfficiënten ; 
deze mogen hoogstens van den 6°" graad zijn. Is zoo’n verge- 
lijking van oneven graad, dan is er altijd een wortel + 1; het 
1° lid van de vergelijking is dan deelbaar door x— 1. Ís zoo’n 
vergelijking van even graad, dan is er een wortel + | en een 
wortel — 1; het 1° lid is dan deelbaar door x° — 1. 


at dette 
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OPGAVEN. 


Los de volgende vergelijkingen op: 
XIX ITX 10; 5 Bx 1=0. 
3x 3=0; JX TH TX 3 =0. 
2x TXL KITA H2=0; TX + 5OX — 5OXx — 7 —=0. 
8x* — 14x° — 69x° — 14x +8 —=0; 

3x° — 23x* — 140x° — 140x° — 23x H- 3 —= 0. 

Tx — 27x° + 3X* — IX HJ 2x 7 —=0. 

AXS— 25xt + 11 — 112 + 25 — 4 =—=0. 

hsl herl ni Zele Ai IS Sk 
2x° H 3Xt — XPH KX 2=—=0. 

xt xid xxx 1==0 
dx dx 1 =0. 

nd BOE en od ED 

xe — TI/10X® + 14xt — 14X° H- 77/10X — 1 =0. 

Kol A tt 

2x° — 3X* — 5x + 5x L IX — 20. 





ALGEMEENE HERHALING. 


8 75. 1. Ontbind in twee factoren: 
2x° + xy 2 — 2 + xz2 3 H Ayzi/6 — 922. 
2. Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 
W(atb—2WVab)! — (atb 2ab)y!; ba. 

Vele ens. 

WOL SE AEEA MEL NEE VAE 

4. Bepaal x, y en z uit de vergelijkingen : 

x/2 HH W/3 Hz 6 = 11 
3X/3 + 2/2 — Az == 6 
15X — TyV/6 + 22/3 —=0 

5. Iemand koopt 300 HL aardappelen en verkoopt een gedeelte 
voor f2.— en de rest voor f2.50 per HL. Op 20 HL van het 
le gedeelte worden evenveel dubbeltjes verloren, als het 2e ge- 
deelte meer HL telt dan het 1e. Indien bij den verkoop f25.— 
wordt gewonnen, vraagt men naar den inkoopprijs van 1 HL en 
naar de grootte der beide gedeelten. 

6. Wanneer een wagen een weg van 210 M aflegt, maakt elk 
der voorwielen 20 omwentelingen meer dan elk der achterwielen. 
Als de omtrek van elk wiel !/3 Meter langer was, dan zou het 
aantal omwentelingen van een voorwiel zich verhouden tot dat 
van een achterwiel als 5 tot 4. Hoe groot is de omtrek van 
elk wiel? 

7. Ontbind in 2 factoren van den Ien graad: 

6x° + 19xy + 3x — Ty* + 22y —3. 

8. Vereenvoudig: | 

Ke: EA ) 2 zn 


Dr EVA 
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9. Eveneens: 
BH W6W5—UW6—(5— UO 5 A26 
a KCl _ 
10. Bepaal A, als men weet, dat de verhouding van de wortels 
der vergelijking 1/2x?° + Ax + 1 =0 gelijk is aan 24/3. 
Wmerleids 


Vana AAE: Vi EVT — Ijs? 
EVO RARE ke Re 














12 Eveneenss 
al/gb5/ia | la el wab )} 
Bepaal de waarde van Xx in: 


VA see el ED 
An Eren 
2Wx E23 E20. 


TO ROOKSNOE INE 
3 3 N 
AE 
N.B. (a—b)} =a’—b° —3ab (a —b). 
(ORE NRE | 


wk 
ar 


3x* — AX — 14X — Ax +3 =0. 

17. Twee koeriers gaan elkaar gelijktijdig uit A en B tege- 
moet De afstand van A tot B is 26 G.M. en zij ontmoeten 
elkaar na 10!/2 uur. In hoeveel tijd legt elk 1 G.M. af, als men 
weet, dat de eene daarvoor !/g uur langer doet dan de andere. 

LSR ELLE 


Vv 233 a: Zand Ee ln 
| 2HWV(4 + 2/3) 2 Ar 2143) EN 
19. Als voor zekere waarde van P de vergelijking: 
4x? + Px 4-6 =0 
reëele wortels heeft, dan heeft voor die waarde: 
5x + 2Px + 18 =0 
ook reëele wortels. Bewijs dit. 
20. Voor welke meetbare waarden van a en b heeft de vergelijking: 
(9 F5) — (3 + V5)X J (a+ bW5) =O 


twee gelijke wortels ? 
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21. Herleid: 
DAE Ne dS ES LD 
32/6 —6V(4 A 26) 














22. Ontbind: 
6x —xV3 5/6 — 15. 
23. Herleid: 
x?l2p*l3 zt py z!la [1/5 1 
let De Te 





24. Eveneens: 
ab ab b| 
TE PEA + -b)° ae Dern. 


25. Twee plaatsen P en Q zijn 71250 meter van elkaar ver- 
wijderd. A vertrekt uit P naar Q en 2 uur later vertrekt B uit 
Q naar P; 7 uur na het vertrek van B ontmoeten ze elkander. 
Was B 5 uur eerder uit Q vertrokken dan A uit P, dan waren 
ze 54/5 uur na het vertrek van A nog 1750 meter van elkaar 
verwijderd. Hoeveel meter legt elk per uur af? 

26. Herleid: 

VRAM 2) (14 — 247) — VHO IBN 2) 

ROS PA Op elit: 

(1 — 4x) — NW (2/4 — XxX) =V/EX. 

28. Vereenvoudig: 

5H-V5 5-5 
55 BD 
W(45 — 20/5) 


29. Men heeft een geheel getal van 3 cijfers. Men schrapt 
het cijfer der eenheden en plaatst het vóór de andere cijfers; men 
krijgt daardoor een getal, dat 288 grooter is. Vervolgens schrapt 
men ook in dit getal het cijfer der eenheden en plaatst het vóór 
de andere twee; daardoor wordt dit getal 171 kleiner. Bepaal 
het gegeven getal, als de som der cijfers 10 is. 

OR EOS mr Op suit: 

XIX HA XII) =d. 


P. WijpeNes en Dr. D. pe LaNGe, Algebra. II. 7e druk. 10 
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31. Bepaal in de vergelijking 
2x —(a—l)xtadl=0 
a zoodanig, dat het verschil der wortels 1 is. 
32. Ontbind in 5 factoren van den 1e" graad: 
2x° — 3x* — 5x H 5 HJ IX — 2. 
Boen gids 
(VRG N2) — (1 + V2) VG — 2). 
Sm OOk 
Leland APN AK En pl OLD Eel Charl CARLA A Te 
SIRENE 
| ie 
rat X (a? — b°) (a + by? + (aoy) 5 
36. Bepaal de waarden van Xx, die voldoen aan: 
(2x° — 3x — 6) (2X° — 3x — 7) =6. 

37. A werkt eenigen tijd tegen een zeker dagloon en ontvangt 
f40. B, die drie dagen langer werkt tegen een ander dagloon 
ontvangt f 44. Had A zoo lang gewerkt als B nu en omge- 
keerd, dan zou A f23 meer hebben ontvangen dan B, indien. 
ieder tegen hetzelfde dagloon als nu gewerkt had. Hoe lang 
werkt ieder nu en hoe groot is ieders dagloon? 

38. Vereenvoudig: 


2x° + Xx — 4x +15 2a’ + ac + ac? — c? 
3E A HBx6 C° 3E Far Hat 2 
39. Schrijf een vierkantsvergelijking op, waarvan de som der 
wortels 2 en de som hunner derde machten 98 bedraagt zonder 
deze wortels te berekenen. 


40. Herleid: 








(8 — 37) — (8 + 3/7)!2, 
AI Oole: 





—1 
2112 V| En 4 eretjnaf > 


42 Vereenvoudig: 
1 Wif/oa + 9256at Hoa Ue — Pz allel; 
2: 6q £10p + 2 (25p? — 99°) $"2. 
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43. Ontbind zoo ver mogelijk in factoren: 
XB dX. 
44, Wat zijn de wortels van: 


45. Bewijs, dat elke even macht van 7, vermeerderd met 7 
deelbaar is door 56. 

46. Stel een vergelijking op, waarvan de wortels 7m maal zoo 
groot zijn als die van x° + 10x + 61/4=0; hoe groot moet m 
gekozen worden, opdat de wortels der nieuwe vergelijking elkaars 
omgekeerden zijn? 

47. Los x op uit: 

(x° + 4x — 1) (Xx HA4X H6) = — 12 


48. Evenzoo uit: 


Xxl 3x 3=0. 


49. Vereenvoudig: 
RT ne 2) 
19 48/3; 
50. Ontbind in factoren van den eersten graad: 
2x — BXD 225. 

51. Twee getallen verhouden zich als 3: 5 en laten bij deeling 
door 4 tot resten 1 en 3; als de som der quotiënten 5 is, bepaal 
dan die getallen. 

OA OSD LE: 

VGEFDEN 004) WO GERA) 4) 
Srhet TE ee == (2x*—10x2J-9 
VOED 024) TVE (24) 1d 


53. Eveneens uit: 

















loatle} (a? + ax) lela — Xx) Ne H(A — ax) lead x)les Ta) en ENT 
hEei hen? 
54. In welk talstelsel is (/270 = 16? 
55. Van de vierkantsvergelijking 
Ax + Bx C=0 
is | Ee X 5 —3/2) ik een wortel. 


Bereken den anderen wortel, als C =By/2. 
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56. Een voetganger en een ruiter leggen beiden een weg af 
van À naar B, welke a M lang is. De ruiter, die m minuten 
later dan de voetganger uit A vertrekt, haalt dezen na n minuten 
in en komt p minuten eerder te B aan. Op welken afstand van 
A heeft de ruiter den voetganger ingehaald, als men aanneemt, 
dat beiden zich met standvastige snelheid bewogen hebben? 

57. Een graanhandelaar verkoopt twee partijen rogge tegen 
denzelfden prijs per H.L. te zamen voor f 303,75, waardoor hij 
op de eerste partij 1/g° deel en op de tweede partij 8 0/o wint. 
Voor de eerste partij, die 5 H.L. grooter is dan de tweede, heeft 
hij f 25 meer betaald dan voor deze. Bereken hieruit de grootte 
van beide partijen. 

DONEER 

a —b-— + 2be (a db} — 2e (a + b) — 3? 
a — be + 2ae +? “(a Hb —6c (a Hb) + IC? 
vald En. dr) Ot 
V(a + 2b) — vb 


X 





X 








59. Ook: 
Crank rl LEE el Sebold 40e Jar UO 
VAB + VAD 
60. Bereken x uit: | 
(a + Xx) + 6 (a — x) =5 (a° — x°)3. 

61. Uit een vat met 360 L. alcohol wordt een zekere hoeveel- 
heid getapt en vervangen door water. Daarna worden er even- 
. veel L. uitgetapt als de eerste maal en nog 84 L. en het vat weer 
aangevuld met water. Indien nu juist zooveel alcohol als water 
aanwezig is, hoeveel L. werd er dan de eerste maal uitgenomen ? 

62. Los x op uit: 

x (Xx 1) (Xx +3) (Xx + 4) = 180. 

63. Eveneens uit: 

x(xH1) (Xx + 2) (Xx +3) = 120. 

64. Een roeiboot kan een rivier over een afstand van 31/2 KM 
op- en afwaarts varen in den tijd van 1 uur en 40 minuten. 
Als de snelheid van den stroom 2 KM per uur is, vraagt men 
naar de snelheid der boot in stilstaand water. 
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65. Iemand vertrekt ’s morgens om 5 uur uit A naar B Wanneer 
hij de helft van den weg heeft afgelegd, passeert hem de spoor- 
trein, die te 8 uur 20 minuten uit A vertrokken is; één uur later 
ontmoet hij den trein, die te 9 uur 30 min. van B naar À ver- 
trokken is. Als de afstand tusschen A en B 40 KM bedraagt, 
vraagt men naar de snelheid van den spoortrein en van den 
wandelaar. 


66. Los x en y op uit: 











SOM 
anke ene 
10 1 

EE 


67. Ook uit: | 
l Ì Ì Ì 
xaF5) tab) a | 5 


a bD 
linn 


68. A wandelt naar een stad, die op een afstand van 12 KM. 
ligt; 36 minuten later wordt B hem nagezonden. Deze haalt A 
in en komt terug. Als A ín de stad aankomt op hetzelfde oogen- 
blik, dat B terugkeert op de plaats, vanwaar A en B zijn uit- 
gegaan en als men weet, dat B 6 KM. per uur aflegt, vraagt 
men naar de snelheid van À. 

69. Een staaf bestaat uit zilver en koper en bevat 1845 Gr. 
zilver meer dan koper. Als er nog !/3 van het aanwezige zilver 
aan toegevoegd wordt, is het gehalte aan zilver 0,835 en dat aan 
koper 0,165. Bereken het oorspronkelijke gewicht der staaf. 

70. De drie steden M, N en P liggen in een driehoek; een 
persoon wandelt van eene plaats naar de volgende, spoort van 
die naar de volgende en vaart van die naar zijn uitgangspunt 
terug. Hij wandelt a KM. in m minuten, spoort a KM. in n 
minuten en vaart a KM. in p minuten. Als hij van N vertrekt 
en over P en M weer in N terugkeert, heeft hij m + p — n uur 
werk; van P over M en N naar P m + n— p uur en van M over 
N en P naar M n + p— m uur. Wat is de omtrek van A MNP? 
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71. Bepaal den vierkantswortel uit: 
4a° + 9? HC? — 12ab H- 4ac — 6be J- 16d* — 16ad + 24bd — Sed. 

72. A, B en C brengen voor een gemeenschappelijken handel 
f 1200 bijeen. Het kapitaal van A blijft 6, dat van B 9 en dat 
van C 8 maanden in dien handel Indien men verder weet, dat 
de winst f630 is, dat A aan kapitaal en winst f710 terug ont- 
vangt en dat de inleg van C 1/3 bedraagt van dien van A en B 
samen, vraagt men naar ieders inleg. 

73. Van de vierkantsvergelijking: 

3x° — AX + 96/3 =0 
is het verschil der wortels: 
(49 + 12/5) H (0 — 4 5)2s X (2/5 HV15)L 
Hoe groot is A? 
74. Van de vierkantsvergelijking 
xe Ax=— 19/4 — Sla 3 

is de verhouding der wortels: 3E 
Hoe groot is A? 


19 COSTxrOps Uit 
Ah oh belen 


xc 
a WAA C | 


ap b 

76. A, B en C spelen en komen overeen, dat de verliezer 
zal verdubbelen, wat de andere 2 bezitten; A verliest het eerste 
spel; B het tweede en C het derde. Nu bezitten ze elk fa. 
Hoeveel bezat elk bij het begin van het spel? 














77. Welke vierkantsvergelijking ‘heeft tot wortels: 
FAA 243 5 
WV} 6445 — 36 —165} WOT — 563) 

78. Van welke vierkantsvergelijking zijn de wortels: 

VT +13) —W(T — 13) en 3—/2P 

79. Druk x uit in b als gegeven is: 

am Woar bar — 
en a= 12/10 —2V5. 
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80. Bereken x uit: 





Aarden aen 
81. Als EN =p bewijs dan, dat elk dier breuken ook 
ZAR (SE de 4e°)'|z 
gelijk is aan (3 AFD 


OA Ere ken 
Hab)aH (ac) et (bd)let(ecd)"le} f(ab)'l2— (ac) —(bd)'l2J-(cd)"l2}; 
1 BE dl 
ee 2) boer + 1 H-x zl. 
(2sa + 3sb) (3!/sa — 2/4b) — 64 (a? — b2) H- 220b. 
83. Als x, en xo de wortels zijn van de vergelijking x°+-pxJ-gq==0, 


vorm dan de vergelijking, waarvan de wortels zijn x, Je en zoek 
2 1 


84. Vind de waarde van: | 
2 —2 )!/2 
(2) Dn (5) | DNI (x° er x°y + xy° + y°) X (a? J 2x) elle 


als x° + y° = 0°, 
85. Ontbind in factoren: a. 2x° + 5xy + 2y° — 6x — 3y; 
Bb. Ax + y*; 
C. 2x 4. 
86. Los x en y it uit: 


==ál/6 en 3x — 





Ihi TEE — 29/26. 

87. Men deelt ER getal A902 door A02 en vindt A8 tot 
_ quotiënt en 66 tot rest. Welk cijfer stelt A voor? 

88. Bepaal den vierkantswortel uit: 

a. Ixia + Ax Pla H- 2x + 12x!3 — 2/2. xe (3x + 2). 


Saen ETE re ZA rn Ve 
DA A 





89. Herleid zoo eenvoudig Eee 


Wabe (Wad b)! 
Wa Wb — Vavo) V}(2a — b) 4-2 (a° — ab); 
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JONES ZECHT BURODNUIES 
2x + 3y + 92 = 29; Xyp vz; 
5X + 5y +72 + Sv —= 60 en 3y —v == 25. 

Bl. XM, Zeen v stelten fn deze volgordesdertijters vanween 
getal voor (Xx de duizendtallen). Deelt men dit getal door v, dan 
vindt men 476 tot quotiënt en tot rest O. Deelt men het door 
10z + v, dan vindt men weer 476 voor quotiënt en O voor rest. 
Wordt het getal gedeeld door 100y + 102 + v, dan is de rest 96 
en het quotiënt 2. Bepaal het getal, als bovendien gegeven is, 
dat het 136 maal zoo groot is als de som van zijn cijfers. 

ORE EOSEN RODE 

(x° + 6x — 5) +3 == xt + 6x. 

93. Iemand koopt 544 M. laken voor f x den M.; hij verkoopt 
deze partij zóó, dat hij voor f 10.— één M. minder geeft dan hij 
er voor ontving, waardoor hij 331/30/9 wint. Hoeveel heeft hij 
voor de geheele partij betaald? | 

94. Als pen q de wortels zijn der vergelijking ax? + bx + Cc =0, 
bepaal dan zonder de wortels uit te rekenen de vierkantsverge- 
lijking, waarvan de wortels zijn p°+gq’ en p—gq; p is de 
kleinste wortel. 

95. Van de vierkantsvergelijking 3x° + ax +4 54 = 6/3 is een 
der wortels 6 + 24/3. Hoe groot is a? 

96. Vereenvoudig: 





x x 
ee ole 
fl eenen dt y +- x3 @ es 
eee Ed 
NEET Ee 
1, y 
Cc. MEETS ee 
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Bis LOS Op: 

a. 8 (xl —3) e= (1/7 — 3/4), 

O5) WEEK 

c. a(3a° — 20%) = 3a® —2. 

98. Als 155 ) bewijs dan, dat elk van deze verhou- 
3p" + 4r° — Tu?\'/z 
3g° + 45° En 

Kunt ge voor deze breuk een andere samenstellen, waarbij ge 
tot exponent 1/3, 1/4 of 2/3 noodig hebt? 

99. A kan per fiets een weg PQ in 6 uur afleggen. B kan in 
denzelfden tijd een weg afleggen, die 24 KM langer is. Als A 
over 44 KM. 33 min. langer doet dan B, hoe lang is dan PQ? 
Ge es OOP nt Zet KeS TEE 

BTW HI0 TDI (3) 

101. Langs een weg staan telegraafpalen op gelijken afstand 
van elkaar. Als er per KM. één minder stond zou de onderlinge 
afstand 212/19 M. meer zijn. Hoeveel palen staan er per KM.? 

102. Als x?=x+ 1, dan is x° gelijk aan 2x} 1 en dan is 
KN 3 

eed, dar is x —l4x de 15 ens 5x 70. 

Bewijs dit. 

103. Vind de waarde van x*— 5x’ — 12x° — 13x— 7 voor 
if (1 5 3í). 

104. Op een paard, dat voor f500 is verkocht, heeft men 
zooveel percent gewonnen, als het paard bij inkoop rijksdaalders 
heeft gekost. Hoeveel bedroeg de inkoop? 

105. Onder eenige personen moet een erfenis gelijk verdeeld 
„worden. Waren er 2 personen meer, dan zou ieder f 500 minder 
ontvangen. Indien er echter 3 personen minder waren zou ieder 
f 2000 meer krijgen. Hoe groot is de erfenis en hoeveel per- 
sonen waren er oorspronkelijk ? 

106. Als x, en xj de wortels zijn van ax° + bx + c=0, vorm 





dingen gelijk is aan 








100. Vereenvoudig: 


dan een vergelijking, waarvan de wortels zijn Pee En en 


1 
xd 2x 
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107. Vereenvoudig: 


kn Gyyeto fr xhya — xy — 1 
(ene AE yet) — Lee 
x | xp) 
1C8. Bepaal de waarden van x in de vergelijking: 
2xe — 18x* + 26x° — 18x + 2 =0. 
109. Bepaal het kleinste gemeene veelvoud van: 
10xP + — 19xPtL — 5xP J 6xP! 
15xP+S — 3lxPt2 — AxPl J 122, 
110. Bereken x uit: 


xdd 2,15 








UD eel 

4 + 6al!le — 8/zat!le — 1Ì/2a-le door 1/20’ + 1/4a ta — 1/30! 

112. Twee fietsrijders A en B gaan een wedstrijd aan om een 
cirkelvormige baan van 1500 M. dertien maal af te leggen. De 
eerste 5 minuten rijden ze even hard, maar dan versnelt A zijn 
gang met 1/29 van zijn oorspronkelijke snelheid; na eenigen tijd 
valt hij, waardoor hij een oponthoud heeft van 1 minuut, terwijl 
B gedurende die minuut zijn snelheid tot op de helft vermindert, 
om dan de rest van de baan af te leggen met een snelheid, die 
11/2 maal zoo groot is als de oorspronkelijke snelheid. Na zijn 
val rijdt A 19/g maal zoo snel als hij oorspronkelijk deed, maar 
is toch 1100 M. achter als B wint. Als B 48 min. nadat A weer 
begonnen is, het doel heeft bereikt, hoe hard reden ze dan 
oorspronkelijk en wanneer is A gevallen? 


‘q joyey dfin83uorg uvow oxymaqe3 sftmaapug 49300H puopretegaoor ua JeegJoppIW 40OA 
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WISKUNDIGE UITGAVEN van P. NOORDHOFF TE GRONINGEN. 


LOGARITHMENTAFELS. 


Dr. B. GONGGRIJP. 

D. Logarithmische en Goniometrische Tafels 
enkbijtatelstMOORUTLIn en ene. eebarf. 2:40 
Inhoud van tafel D: 

IL. Gewone log. van de getallen 1—10800. 

IT. Log. der. gon. functies van 0°—90°, 


IT. sl tafels. 


Anti-Logarithmen. 

Machten, wortels en omgekeerden, cirkelomtrekken en -oppervlakken. 
Quadraattafel. 

Lengten van cirkelbogen of hoeken in radialen. 

Log. van rentefactoren. 

Eenige constanten met hun logarithmen. 

Tafel voor de omzetting van gewone log. in natuurlijke. 
Tafel voor de omzetting van nat. log. in gewone. 
Natuurlijke logarithmen. 

Lengten van koorden voor r—=l. 

Bases van gelijkb. AA met hoogte — 1. 


Ie Gon. functies van hoeken tot 90° met opklimming van één min. 
Aanhangsel: Sinus en Tangens in5 cijfers nauwk. van 0°—6°. 

A. Beknopte Log. en Gon. Tafels 2e dr. gec. f 1.35 
Deze omvat van tafel D. 1, II en III E. 

B. Bekn. Log. en gon. Tafels en Bijtafels, 
de druk. . re Dil.J0 
Bevat 1, II, III ‘zonder ien en de Gon. ‘functies om de 
tien minuten. 

C. Tafels der rechtstreeKsche waarden der 


dal stelotelsidsheks 








gon. functies. . SOC et Û 
Bevat Tafel IV van uitgave D. 
ZaKtafels in vier decimalen . . . . . . - 1.50 
P. WIJDENES, Logarithmen-= en Rentetafels. 
UITGAVE A. 4e druk. . … mer gee 0:60 
INHOUD. 


Eigenschappen. Aanwijzingen voor het gebruik van de logarithmentafel. 
Gewone of Briggsche logarithmen van de getallen 1—10800. Log. van eenige 
constanten bij cirkel en bol. Logarithmen van rentefactoren in 7 decimalen. 
Rentetafels: I (1 +” en II (1 +#-” voor de percenten 2, 24, 3, 34, 4, 43. 


rd 
DO RennO 100: 


UITGAVE B 4e druk . . ed eh leid 

Deze omvat uitgave A en bovendien: Rentetafel LI xl + iN, aanwijzende 
het eindbedrag, als men ieder jaar /1.— à p?/, op sam. interest zet. Deze 
geeft de sommen der getallen uit tafel 1. Rentetafel IV X(1 +)», aanwij- 
zende de contante waarde van n keer /1—. Deze geeft de sommen der 
getallen uit tafel II. 


È 
Rentetafel V ZU 
welk bedrag per jaar een kap. incl. de rente à p°/, kan worden afgelost. 
UITGAVE G en ocen jn EO 
Gewone of Briggsche logarithmen van de getallen 1—10800. Log. van 
eenige constanten bij cirkel en bol. Log. van rentefactoren in 7 decimalen. 
UITGAVE D, Rentetafels . . re EN ALKEN, 
Dezelfde tafels als in B maar met 50 termijnen. 


Machten, wortels en omgekeerden. 


dit is de z.g. annuïteitentafel, aanwijzende met 
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TIEN JAARGANGEN 


van het 


NIEUW TIJDSCHRIFT VOOR WISKUNDE 


bevattende de voornaamste artikelen en vraag- 

stukken uit de eerste tien jaargangen van het 

NIEUW TIJDSCHRIFT VOOR WISKUNDE, 
voor studeerenden bijeenverzameld. 


DEEL Il, Stof voor het examen Kl, 


Xilla. 


XIV. 


XV. 


c 
d. 
e 


verzameld door P. WIJDENES, geb. f 7.50. 


Voor inteekenaren op één der beide wiskundige 
tijdschriften CHRISTIAAN HUYGENS en NIEUW 
TIJDSCHRIFT VOOR WISKUNDE als premie f 6. 


Inversie door Prof. Dr. JAN DE VRIES. 
Inversie door P. JANSEN. 
Inversie door Prof. Dr. Hk. DE VRIES, 


Transversalen en volledige figuren door Prof. Dr. JAN DE VRIES. 


Eenige hoofdstukken uit de boldriehoeksmeting en de bolmeetkunde 
door Prof. Dr. G. SCHOUTEN. 


Over netten van kegelsneden door Prof. Dr. JAN DE VRJES. 
Uitwerking van een groep determinanten door H.G. A. VERKAART. 
De formule voor het getal p(n) door Prof. Dr. F. SCHUH. 
Triangulaire coördinaten door Prof. Dr. JAN DE VRIES, Vraag- 
stukken hierbij door P. WIJDENES. 

De constante van Euler door P. WIJDENES. 

De projectieve ontstaanswijze der kegelsneden door Prof. Dr. 
JAN DE VRIES. 

Over de bepaling van ‘graad en klasse eener vlakke kromme door 
Prof. Dr. CHs. VAN OS. 

Eenige werkstukken uit de beschrijvende meetkunde door Prof. Dr. 
JAN DE VRIES. 

Constructie van een parabool, waarvan de top, de as en een punt 
gegeven zijn door Prof. Dr. J. C. RUTGERS. 

Over een eigenschap en daaruit voortvloeiende constructies eener 
parabool door Prof. Dr. J. G. RUTGERS. 


Beginselen der centrale projectie. | 

Perspectief. Prof. Dr. J. CARDINAAL met 
De scheeve parallelprojectie. / oefeningen v. P. WIJDENES. 
Over de axonometrie. 


De verhouding 9:5:10 door P. WIJDENES. 
Rotatie-invarianten door Prof. Dr. JAN DE VRIES. 
De stelling van Euler Z + H=R +2 door Prof. Dr. F. SCHUH. 


Vraagstukken: Hoogere Algebra, Ane eehS Meetkunde, 
Rekenkunde, Boldriehoeksmeting. 
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VERS OF ILLINOIS-URBANA — \ 
aiL coo1 
P: WIJDENES El 1D b5, Ee: LEÉRBOEK nen aL gean GROMNGEN 


REKENBOEK voor 
le deel, 10e druk,. . , De nt Î rd - 
2e deel, Ze druks; + +. Ee Beef 179. Í1, 70. - 
HANDELSREKENEN: Bef pee ‚„Zec. Flyren Ea VAE 0 112 017 10 0196 
LEERBOEK DER ALGEBRA. 
ie deel, 8e dr, gec. f 1,90. — ANTWOORDEN, 3e dr. f 0,30. ___— 
2e deel, 7e dr, f 1,90. — ANTWOORDEN, 3e dr. F0, 19.5 NN 
gedeel, Se.dr., «: „ -f1,90. — ANTWOORDEN, 2e dr. f 0,50. $ 


VLAKKE MEETKUNDE. bs AAN 
Eerste deel, 6e druk, met gradenboog …. . . . . . gecart. f2,25. 
Tweede deel, 5e drek, mèt formules. . 5. nn 


P. WIJDENES. 
Algebra voor Middelbare Handelsdagse alte: | 


le stukje, 5e druk, hes f1,75. 2e stukje, 3e dr. geb. f 1,75. 
ANTWOORDEN Î ‚ 2e druk f 0,40, II, 2e druk f 1,20. 


BEKNOPTE ALGEBRA. 
1e stukje, 2e druk, gec. f 1,70. 2e stukje, 2e dend, _gec. fl, 70. 
ANTWOORDEN 1 f0,75, II f0,75 


BEKNOPTE MEETKUNDE. vk 
le stukje, 3e druk, gec. f 1,70. 2e stukje, 3e druk, gec. f le st 
OPLOSSINGEN J 1—, voor leeraren gratis. RAe, 


| ALGEBRAÏSCHE VRAAGSTUKKEN. | Al 
le deel, 5e druk, geb. f 2.40. 2e deel, Ee gr geb. f3,25. … * 
ANTWOORDEN [ f 0,75, II f 1,00 


ALGEBRA VOOR M. U. L. O. 
le stukje, 15e druk, geb. f1.40. ANTWOORDEN, 4e druk f0,50. 
2e stukje, A, 6e druk, geb. f1,50. ANTWOORDEN, 2e druk f0,50. 
2e stukje, B, EX UITGAVE, be dr. T& 25. ANTWOORDEN . … f 0,75. 


REKENBOEK VOOR M. U. L. O. 
je stukje, 4e druk, gec. f1,60, 2e stukje, 3e druk, gec. f 1,60. 
3e stukje, examen uitgave, 2e druk, gec. f 1,20. 
UITWERKINGEN 1 1,50. II f1, 50. ll f1—. 
Vereenvoudigde uitgave B. Igec. f1,40. Il gec. f 1,40. 


MEETKUNDE VOOR M.U.L.O. 
le stukje, 8e dr., geb. f1,40. Werkschrift 1, 5e dr, f 0.70, gec. f 0,90. 
2e stukje, 4e dr, geb. f 1,50. IË, 2e dr., f0,80, gec. Ju, 
Oplossingen, Ze dr, f0,75. 


UITGAVEN VAN P. NOORDHOFF TE GRONINGEN. 
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